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Résumé / Abstract

Résumé

Dans cette these, nous étudions le comportement asymptotique du ratio de Brauer-Siegel des
familles de courbes elliptiques sur les corps de fonctions en caractéristique positive. Si E/K est une
courbe elliptique sur un corps de fonctions K, on définit son ratio de Brauer-Siegel par

Bs(E/K) = log(#1I1(E/K) - Reg(E/K))/log H(E/K),

ot Reg(F/K) désigne le régulateur de Néron-Tate, III(E/K) le groupe de Tate-Shafarevich et H(E/K)
la hauteur différentielle exponentielle de E/K. Cette quantité est définie en analogie avec le théoréme
éponyme pour les corps de nombres.

Nous démontrons que Bs(E/K) — 1 (inconditionellement) lorsque E/K pacrourt 'une de cing
familles de courbes elliptiques, avec H(E/K) — oco. En d’autres termes, ces familles vérifient un
analogue du théoreme de Brauer-Siegel.

Pour prouver une telle relation asymptotique, nous commengons par exprimer les fonctions L
des courbes elliptiques concernées en termes de sommes de caractéres sur les corps finis. Puis, via la
conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer, nous relions le ratio Bs(E/K) a la valeur spéciale L*(E /K, 1)
de la fonction L(E/K,s) en s = 1 (pour les cinq familles considérées, cette conjecture a été démontrée
par d’autres auteurs). Reste alors & encadrer la taille de L*(E/K,1) en termes de H(E/K) : la
majoration est aisée, mais la minoration requiert des estimations plus délicates. Nous développons donc
quelques outils adaptés : nous exprimons sous forme combinatoire la valuation g-adique d’un produit
de nombres algébriques associés aux sommes de Jacobi et démontrons un résultat d’équidistribution
en moyenne des sous-groupes de (Z/dZ)*.

Nous obtenons au passage des résultats sur le rang, la torsion et le nombre de Tamagawa des
courbes étudiées.

Mots-clefs

Courbes elliptiques sur les corps globaux, Corps de fonctions en caractéristique positive, Ratio de
Brauer-Siegel, Régulateur de Néron-Tate, Groupe de Tate-Shafarevich, Théoréme de Brauer-Siegel et
analogues, onjecture de Birch et Swinnerton-Dyer, Sommes de caractéres sur les corps finis, Fonctions
L de courbes elliptiques, Valeurs spéciales de fonctions L, Minoration de valeurs spéciales.



6 RESUME / ABSTRACT

Analogues of the Brauer-Siegel theorem
for some families of elliptic curves

Abstract

In this thesis, we study the asymptotic behaviour of the Brauer-Siegel ratio in families of elliptic
curves over function fields in positive characteristic. If E/K is an elliptic curve over a function field
K, its Brauer-Siegel ratio is defined by

Bs(E/K) = log(#1I1(E/K) - Reg(E/K))/log H(E/K),

where Reg(F/K) denotes the Néron-Tate regulator, III( £/ K) the Tate-Shafarevich group and H(E/K)
is the exponential differential height of £/ K. This invariant is introduced by analogy with the Brauer-
Siegel theorem for number fields.

We prove that Bs(E/K) — 1 (unconditionally) when E/K runs through one of five families
of elliptic curves, with H(E/K) — oo. In other words, these families satisfy an analogue of the
Brauer-Siegel theorem.

To prove such an asymptotic relation, we first write the L-functions of the relevant elliptic curves
in terms of character sums over finite fields. Then, via the Birch and Swinnerton-Dyer conjecture,
we link Bs(E/K) to the special value L*(E/K,1) of the L function L(E/K,s) at s = 1 (for the five
families we sstudy, this conjecture has been proved by other authors). It then remains to bound the
size of L*(E/K,1): a good upper bound is easily proved, but the lower bound we require is more
subtle. We thus develop tools to prove it: we find a combinatorial expression of the g-adic valuation
of a product of algebrac numbers associated to Jacobi sums and we prove an average equidistribution
result for subgroups of (Z/dZ)*.

We also obtain auxiliary results about the Mordell-Weil rank, the torsion and the Tamagawa
number of the elliptic curves under consideration.

Keywords

Elliptic curves over global fields, Function fields in positive characteristic, Brauer-Siegel ratio,
Néron-Tate regulator, Shafarevich-Tate group, Brauer-Siegel theorem and analogues, Birch and Swinnerton-
Dyer conjecture, Character sums over finite fields, L-functions of elliptic curves, Special values of
L-functions, Lower bounds on special values.
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Introduction (in English)

The main concern of this thesis is the asymptotic study of an invariant associated to elliptic curves
over global fields, namely the Brauer-Siegel ratio. This ratio combines three of the most important
arithmetical invariants of an elliptic curve: its Néron-Tate regulator, the order of its Tate-Shafarevich
group and its height. We prove analogues of the classical Brauer-Siegel theorem for several families of
elliptic curves over F,(t). We start by motivating the study of the Brauer-Siegel ratio and explaining
the analogues we have in mind. We refer the reader to [Hin07] and [HP16, §1] for a thorough exposition
of the problem in a more general setting.

Let F, be a finite field of characteristic p and K = F,(C) be the function field of a projective
smooth and geometrically irreducible curve C' over IF,. For convenience, we suppose that p > 5. For
concreteness, the reader may assume that K is the rational function field [Fy(t) over F,.

Let E be an elliptic curve over K, given by a Weierstrass model

y? + ar1zy + asy = ° + asx? + aux + ag, (1)

with coefficients a; € K. There is a variety of invariants associated to E that encapsulate the
“arithmetic complexity” of E: its minimal discriminant, its conductor, its height, ... We choose to
order elliptic curves E/K with respect to their differential exponential height H(E/K) defined by

H(E/K) :qugdegAmin(E/K)7

where A (F/K) is the minimal discriminant of E/K. The important point is that the height is
readily computable from a Weierstrass model for E/K such as equation (1) (using Tate’s algorithm for
example, see [Tat75]). Note that H(E/K) depends exponentially on (the degrees of) the coefficients
a; € K.

For such an elliptic curve E/K, the Mordell-Weil theorem (proved by Lang and Néron in this
context) says that the group F(K) is finitely generated: we can thus write

EK)=Z -Pi®Z -P,® - - ®Z-P.® E(K)iors,

where the P; € E(K) are non-torsion points and the torsion subgroup F(K )iors is finite. The integer r
is called the Mordell- Weil rank of E/K (or simply the rank). The Mordell-Weil theorem is a qualitative
one: it asserts the finiteness of r and #F (K )iors. But the main drawback of its proof is that it is, by
nature, ineffective: it gives no recipe to compute r, the generators P; or a set of generators for the
torsion subgroup F(K )iors; nor does it give bounds on their size (in terms of H(FE/K) for example).
Nonetheless, finding quantitative versions of the Mordell-Weil theorem is of major diophantine interest:
in order to “solve” the equation (1) with unknowns z,y € K, one needs to compute the structure of
E(K)tors, the rank r and to find a basis {Py, ..., P} of the free part of E(K).

The order of the torsion subgroup E (K)o is the easiest to estimate. Indeed, there is a variety of
methods to do so: reduction modulo a place of K, a suitable adaptation of the Lutz-Nagell theorem,
modular methods, etc. In any case, we have good bounds on #FE(K)iors at our disposal. More
precisely, Poonen showed the existence of a constant bx > 0 (depending actually only on the genus
of K) such that

#E(K)tors < bK
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That is to say, when K is fixed, the torsion subgroups of elliptic curves over K are taken from a finite
list, which is effectively computable (see [Poo07]; the analogous fact for elliptic curves over number
fields is also known by theorems of Mazur, Momose and Merel). That being said, the rank r and the
size of the non-torsion points P; remain much more mysterious quantities.

We now specify what we mean by “the size of a point on E”: recall that F(K) is equipped with a
non-degenerate quadratic form : the canonical Néron-Tate height hyr : E (K) — R. In this context,
hnt(P) differs from (deg zp)/2 by a bounded amount, where zp is the z-coordinate of P € E(K) seen
as a rational map zp : C — P!. We choose to normalize BNT : E(K) — Rin such a way that its values
lie in Q. From Ay, one deduces a non-degenerate Z-bilinear pairing (-, -)n7 : E(K) x E(K) — R.
This construction enables us to measure the “size” of non-torsion points: the bigger its height, the
more complicated the point. As a measure of the “complexity” of computing E(K), we can define
the Néron-Tate regulator of E/K to be the covolume of the lattice E(K)/E(K )iors inside E(K) ® R,
with respect to the Euclidean structure induced by (-, ) yp:

Reg(E/K) := |det [(P;, Pj>NT]1gi,j <l
where, as above, (Py,...,P,) denotes a Z-basis of the free part of F(K). A classical argument of
geometry of numbers (namely, Hermite’s theorem, see [Lan83a, Theorem 4.1]) implies that, to get
upper bounds on fL(Pi), it is sufficient to have an upper bound on Reg(E/K) as well as a lower bound
on the smallest height of a non-torsion point:

Ap,x = min {;}(P), P e BE(K)~ E(K)mm} .

About the latter, Lang conjectured in [Lan83a, Conjecture 2| that there should exist a constant cx > 0
(depending only on K) such that
W(P) > cx log H(E/K) (2)

for all non-torsion P € E(K). So we turn to bounding the regulator Reg(E/K) from above. In other
words, we want to understand how complicated (in terms of H(E/K)) it is to compute generators for
the Mordell-Weil group of E/K. We would also like to know how optimal the upper bound is, i.e. to
compare it to a lower bound on Reg(E/K).

The situation at hand is reminiscent of the classical problem of giving upper bounds on the regulator
of units Ry, = Reg(O}) of a number field k/Q in terms of the absolute value A, of its discriminant. In
algorithmic terms, given a number field &, how difficult is it to find generators for its unit group O, ?
Here, we are asking for bounds on the Weil height of generators of the free part of O, in terms of
the discriminant Ay.

It turns out that computing a “basis” of the free part of the unit group O; alone is not much
easier than computing both a basis for O;° and a set of generators of the class-group C(Oy) (see
[Len92, §5]). We denote by hy, = #CL(O},) the class-number of k. In a vague way, this suggests that
the quantity hy - R has a smoother behaviour (with respect to Ag) than Ry alone. In any case, one
has hg > 1 so any upper bound on Ay - Ry, can be easily translated into an upper bound on Rj,. Better,
if one knows a priori that the class-group is “big”, an upper bound on hy - Rj gives a sharper control
on the regulator Ry! We will say more about these bounds later on.

We think the pictures below are illuminating: we restrict ourselves to quadratic number fields
k = Q(V/d), ordered by their fundamental discriminant d € Z. For |d| < 1000, we plotted below:

(1) the regulator of units Ry of Q(+v/d) (in blue),
(2) the class-number hy of Q(v/d) (in red),
(3) and the product hg - R4 (in purple).
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As one clearly sees, the behaviour of hg - Rg is more “regular” in terms of |d| than each term taken
separately. For example, when d < 0 the regulator Rq = 1 because the only units in Q(v/d) are roots
of unity; but hg looks like a growing function of |d|. On the contrary, when d > 0, the regulator
seems to grow faster with d whereas the class number hg grows very slowly, if at all (it is conjectured
that infinitely many real quadratic number fields have class-number one). In both cases though, the
product hy - R4 seems to grow, albeit slowly, with |d|.

Remember that the class-group C£(O}) has an interpretation as a “local-to-global obstruction”.
Indeed, the class-group measures the defect of unique factorisation in the (global) ring of integers
Oy, of k; but all local rings O, of k at its finite places are unique factorisation domains (since they
are discrete valuation rings). In that sense, C/(Oy) classifies equivalence classes of ideals that are
everywhere locally principal, but not globally.

We now come back to the problem of bounding the Néron-Tate regulator Reg(E/K) of an elliptic
curve E defined over a function field K. Inspired by the situation described in the last paragraph,
we see that it might be easier to find bounds on Reg(FE/K) if we coupled it with some measure of
“local-to-global obstruction” on E. We recall that the Tate-Shafarevich group of E/K is defined in
terms of Galois cohomology by

II(E/K) = ker (Hl(GK, E(K*)) — [[H"(G., E(K:ep))> :

For our present purpose, it is enough to know that III(F/K) classifies curves C/K with an action of F
which become isomorphic to E over K*°P but are not isomorphic to E over K. In fancier terminology,
III(E/K) classifies principal homogeneous spaces over E that are everywhere locally trivial but not
globally trivial (so II(E/K) measures, in a certain sense, the failure of the “local-global principle”).
It is conjectured that III(E/K) is a finite group, but this has only been proved for a limited number
of elliptic curves. In the context of elliptic curves over function fields, the finiteness of III(E/K) is
equivalent to the Birch and Swinnerton-Dyer conjecture (we will explain this further down).

We now have all the necessary ingredients to state a conjecture of Lang [Lan83a, Conjecture 1]
to the effect that there should be an upper bound on #III(E/K) - Reg(E/K) in terms of the height
H(E/K). In analogy with the situation for number fields, Lang proposed:

Conjecture 1 (Lang). If E is an elliptic curve over a function field K, then (conditional to III(E/K)
being finite) one has

Ve >0,3c. >0 s.t.  #I(E/K)-Reg(E/K) < c.- H(E/K)'**.
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Note that the original conjecture deals with elliptic curves over Q, but the translation to our
context is straightforward. From this conjecture and the trivial lower bound #II(E/K) > 1, one
would deduce that

Reg(E/K) < c. - H(E/K)'**. (3)

This upper bound is not totally satisfactory: it gives an exponential bound on Reg(E/K) and hence
on the Néron-Tate height of generators of the free part of E(K), in terms of the data (the coefficients of
a Weierstrass model of E, say). In vague terms, this upper bound means that computing the Mordell-
Weil group of a given elliptic curve E/K is at most exponentially difficult in the data (granting Lang’s
conjecture and that the Tate-Shafarevich group is finite).

When the rank of E(K) is positive, the upper bound (3) is in stark contrast to Lang’s (conjectural)
lower bound on the height (2), which would give

log H(E/K) < Reg(E/K) < #11(E/K) - Reg(E/K) (4)

if the rank is not too big. This leads us to wonder how optimal the upper bound of Lang’s Conjecture 1
really is. In other words, is the computation of E(K) really of exponential difficulty in the coefficients
of E? Could one find a sharper upper bound on Reg(E/K)?

The Brauer-Siegel ratio
Thus, we now investigate the optimality of the upper bound in Lang’s Conjecture 1:
#UI(E/K) -Reg(E/K) <. H(E/K)'*=. (5)

We would like to know what power a € [0,1 + €] of the height H(E/K) appears (or should appear)
in a corresponding lower bound of the form:

H(E/K)* < #11(E/K) - Reg(E/K).

This led Hindry and Pacheco [HP16] to introduce the Brauer-Siegel ratio: for an elliptic curve E/K
whose Tate-Shafarevich group is finite, set

log (#111(E/K) - Reg(E/K))

Bs(E/K) := log (/)

We note that this definition makes sense, more generally, for an abelian variety of arbitrary dimension
over a function field (see [HP16, §1]) and even for an abelian variety over a number field (see [Hin07]).
With this new invariant, Lang’s Conjecture 1 can be rephrased as follows:

Conjecture 2 (Hindry). Let K be a function field. When E runs through the family of all elliptic
curves over K, ordered by height, one has

Bs(E/K) <1+ 0(1),
when H(E/K) — 0.

We turn to the problem of finding adequate lower bounds for the Brauer-Siegel ratio Bs(E/K),
i.e. of quantifying the optimality of the upper bound (5). A “trivial” lower bound shows the existence
of a small constant yx > 0 (depending only on K) such that

—vi +0(1) < Bs(E/K) (as H(E/K) — o0)

for all elliptic curves E over K. A finer argument even yields yx = 0 (¢f. [HP16, Proposition 7.6]).
Now, if indeed Mordell-Weil groups of elliptic curves are “exponentially hard to compute”, there
should exist an ag > 0 such that

0<ag+o(l) <Bs(E/K) (as H(E/K) — o0)

for all elliptic curves (with finite III(E/K)) over a fixed function field K. Several heuristics, to which
we come back later on, suggest otherwise that no such positive ax can exist:

Conjecture 3 (Hindry). Let K be a function field. When E runs through the family of all elliptic
curves over K, ordered by height, one has

0 = liminf Bs(E/K).
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To this day, there are only 6 families of elliptic curves over F,(¢) for which one knows (uncondi-
tionally) that the Brauer-Siegel ratio has a limit when H(E/K) — oo: in all six cases, one has

lim  Bs(E/K)=1.
Ecé&
H(E/K)—oo

See [HP16, Theorem 7.12] and our Théorémes 4.4.1, 5.4.1, 6.4.1, 7.4.4 et 8.4.2.

In order to give an idea of how the Brauer-Siegel ratio of elliptic curves can be bounded from above
and/or from below, we turn back to the case of number fields. Indeed, the intuition behind Lang’s
Conjecture 1 is that #II(E/K)-Reg(E/K) for elliptic curves (ordered by height) should behave “like”
#CU(Ok) - Reg(O;) for number fields (ordered by discriminant). So it is natural to expect that one
could prove bounds on #II(E/K)-Reg(E/K) “like” one would prove bounds on #C¢(O) - Reg(O;).

Let k/Q be a number field of degree n = [k : Q]. Again, we denote by Ay the absolute value
of its discriminant (over Q). Let hy be the class-number of k and Ry be the regulator of units in
k. Here, we are looking for bounds on hy, - Ry in terms of Ag. For such a number field k, we define
its Brauer-Siegel ratio to be

log (hk . Rk)
log VA,

With this notation set up, we quote the “classical” Brauer-Siegel theorem:

Bs(k/Q) =

Theorem 4 (Brauer-Siegel). Let k run through an infinite family ¢ of number fields with fized degree
n and growing discriminant. Then, as Ay — 00,

Jim - Bs(k/Q) = 1.

Ap—+o0

Usually, the conclusion of this theorem is written, with no reference to Bs(k/Q), in the compact
following form:

log(hy - Ri) ~ log v/ Ay ([k : Q] fixed, Ay — +00).

Additionally, one can rephrase Theorem 4 as the combination of two bounds on hy - Ry in terms of Ay:
Ve>0,  AYPTT < by Ry < AP

The Brauer-Siegel theorem was first proven by Siegel for quadratic number fields (in [Sie35]) and
by Brauer in the general case (in [Brad7]). Without going into too much detail, we recall how the
proof of Theorem 4 works. It is of analytic nature and can be separated in three steps (in increasing
order of difficulty):

Step 1. Classically, one attaches to k its Dedekind zeta function ((s): it is defined as a Dirichlet
series, converging a priori on the half-plane Re(s) > 1, but has a meromorphic continuation
to the whole complex plane C. It has a simple pole at s = 1 and the residue of (i (s) at
this pole can be written in terms of arithmetic invariants of k. More precisely, one has the
Dirichlet class-number formula:

hy - Ry, 1
22 (2m)" s —,
F#hik (2m) VA

where #py, denotes the number of roots of unity in k& and r (resp. r2) is the number of real
1 (271—)7'2

(resp. complex) embeddings of k. When the degree n of k is fixed, the term 2 o
formula is readily bounded in terms of n only, it is then apparent that

pi: = lim (s —1)Cu(s) = (6)

in this

log pi,
Bs(k =14+ —=+40(1 as A — 00).
Now, to prove Theorem 4, one has to bound pj, from above and from below. Specifically, we
need to show that
Ve > 0, ALF L. pr L A (7)

Step 2. Studying the size of py (in terms of Ay) is tantamount to studying the behaviour of (x(s) in
the neighborhood of its pole s = 1 because

Cr(s) ~ X (s — 1).

s—1
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Step 3.

Actually, it suffices to study x — (x(x) for real  # 1 near 1. The presence (or absence) of
zeroes of ((x) close to x = 1 tends to influence the size of py. Since (i () doesn’t vanish
on |1, +ool, the upper bound on py, in (7) is easy to get. One can even prove an explicit and
effective upper bound (see [Sie69)):

n—1
pr <4 (nfl) ~(log Ap)" ! <0 AL

The last step is the most difficult: in order to prove the lower bound in (7), we have to
study the behaviour of (;(x) when z < 1 (that is, when x is in the critical strip for (y).
As we mentioned, if (x(s) has a zero close to 1, the residue is smaller. If one assumes the
Generalized Riemann Hypothesis (GRH) for ((s), then (x(s) has no zero in the interval
]1/2,1] and we obtain a good lower bound on pj. The following schematic pictures of the
situation can be of some help to understand why this is so: let us first represent the critical
strip for (x(s) in the complex plane, together with the zone where the zeroes of (i (s) can lie
(in green). The red dot at s = 1 symbolizes the pole of (i(s).

C

critical strip critical strip

C

e

—

y

Zeroes of (x(x) under GRH. Zeroes of (i (x) without GRH.

Next, we draw part of what the graph of 2 — (;(z) looks like for a real x around x = 1.

A : A :
I I
\ Ck(2)  \ k()
I I
i i
a O\
— : ¢ > — — >
0 1/2 L T 0 1/2 5 \L T
i i
i i
i i
a i
Behaviour of {(z) under GRH. Behaviour of ((z) without GRH.

— On the left figure, we assume GRH: all zeroes of (j are on the critical line Re(s) = 1/2
(the green line in the critical strip). As x grows to 17, (x(x) tends gently to —oo so that
its residue p can not be “too small”.

— On the right picture now, we do not assume GRH. The green zone in the critical strip is
where the potential zeroes of (i can be (the complement of the green zone in the critical
strip is a “zero-free region”). As one sees, if {; does have a zero close to 1 (the green dots),
the “slope” of the graph of i in |1/2,1[ is much steeper (and the closer the zero to 1, the
steeper the slope). This can be interpreted as ¢; having a “small” residue.

The key part of the proof of Theorem 4 is then to bypass the assumption of GRH, by allowing

one number field k in the family J¢ to have a “small” residue py, and checking that all others

k" € & have a big enough pys, viz. prr >. A.°. The main issue is that one has no control
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on the alleged counterexample k: the lower bound on pys is thus ineffective. Nevertheless,
we point out that Stark analyzed cases where this bound can be made effective (see [Sta74]).

This is a very vague sketch of the proof: we refer the reader to [Lan94, Chapter XVI] and [Hin10,
Lecture 5] for a more detailed argument. In relation with what follows, we want to make the following
remark: by the functional equation for (x(s), one sees that (;(s) has a zero at s = 0 of multiplicity
r=ry+ry — 1 =rank(O;) and that the first non-zero coefficient of the Taylor expansion of (j(s)
around s = 0 is given by

C*(0) := lim s~ - C(s) = _Pe B
s—=0 #ik
Trying to bound [(*(0)| in terms of Ay could thus be of interest to the study of Bs(k/Q), but we
know no proof of Theorem 4 using this fact (though the proof of the upper bound in that theorem is
certainly feasible).

We mention that Theorem 4 has been generalized in various directions. Notably, Tsfasman and
Vl1ddut, [TV02] investigated in detail what happens when one lifts (or weakens) the condition that the
degree is fixed. Under various sets of hypotheses on a family £ of number fields k, they show that
the limit

Jim - Bs(k/Q)

Ag—00
still exists, but can be different from 1! What’s more, they give an expression of this limit in terms
of arithmetic invariants of the family J#. Their article presents a thorough investigation of these
questions (see also [Zyk05]). We also point out that one can prove analogues of the Brauer-Siegel
theorem for families of function fields K over I, (a fixed finite field), under various sets of hypotheses
(see in particular [GL78], [Warl2] and [Zyk15]).

To close that paragraph, we note that Tsimerman proved an analogue of the Brauer-Siegel theorem
for algebraic tori defined over Q of fixed dimension and growing “conductor” (see [Tsi12, Theorem
1.3]). The corresponding “class-number formula” was worked out earlier by Shyr [Shy77] and the
analytic part of the proof is very similar to that of the classical case (see [Tsil2, Lemma 4.1]). This
theorem is of importance in the study of special points on Shimura varieties, where it is used to obtain
lower bounds for Galois orbits. See [UY15] for more details. Let us only retain that some algebraic
groups of positive fixed dimension satisfy an analogue of the Brauer-Siegel theorem.

Having explained how the study of the Brauer-Siegel ratio of number fields goes, we turn back to the
situation of elliptic curves over function fields. A natural starting point to find bounds on Bs(E/K)
is to try to mimic the proof of the Brauer-Siegel theorem in this setting. But before we do so, we
need to introduce the analytic tool we use, namely the L-function. Let E be an elliptic curve over K.
For each place v of K (of degree d,, say), one can reduce an equation for E “modulo v”: we obtain a
cubic plane curve E,,, defined over the residue field F, of K at v (a finite extension of F,). Since F,
is finite, one can count the number of F,-rational points on it: we write

#E,(F,) = #F, + 1 — a,(E) = ¢™ + 1 — a,(E),

where a,(E) is an integer. If the curve E, is non singular, then |a,(E)| < 2¢%»/? by Hasse’s theorem;
if E, is singular, then a,(F) € {0, —1,1}. We combine those “local point counts” (for varying v) into
a generating series defined by an Euler product: let

LE/K,T) =[] (1-au(BE)-T% + R A I I (0= au(®) )T (8)
vEB veB

where B denotes the set of places where E has bad reduction (i.e. the places v for which the curve E,
is singular). From its definition, one sees that L(E/K,T) € Z[[T]] is a formal power series with integer
coefficients: it is called the L-function of E/K. It follows from difficult theorems of Grothendieck and
Deligne that L(E/K,T) is actually a rational function of T' (and even a polynomial in T if E/K is
not constant), whose degree is explicitly given in terms of the conductor of E, and which satisfies a
functional equation with respect to T+ (¢?T) L.

The function s — L(E/K,s) given by L(E/K,s) = L(E/K,q™*) is sometimes also called “the
L-function of E/K”. In terms of L(F/K,s), the facts just quoted mean that the Dirichlet series
obtained by replacing T' by ¢~° in (8), a priori convergent on the half-plane Re(s) > 3/2, can be
meromorphically continued to the whole complex plane (and even holomorphically if E/K is not
constant) and satisfies a functional equation with respect to s — 2 — s.



22 INTRODUCTION (IN ENGLISH)

Another fact of major significance is that the analogue of the Riemann Hypothesis holds: it is a
theorem of Deligne that the zeroes (in C) of s — L(E/K, q~*) have real part Re(s) = 1. Coming back
to the T'— L(E/K,T) version, it means that the inverse zeroes of L(E/K,T) are algebraic integers
of absolute value ¢ (in any complex embedding). One advantage of working with elliptic curves over
function fields is that those facts (analytic continuation, functional equation and Riemann hypothesis)
are mostly conjectural for elliptic curves over number fields.

The first step in the proof of the classical Brauer-Siegel theorem is to link Bs(k/Q) with the
residue of (i (s) at s = 1 via the class-number formula. In the context of elliptic curves over function
fields, the link between Bs(E/K) and the L-function is given by the Birch and Swinnerton-Dyer
conjectures (henceforth abbreviated as BSD), which we now proceed to state. As we said, the L-
function L(E/K, s) admits a meromorphic continuation to C: we can thus study its behaviour around
s = 1 (which is the center of symmetry of the functional equation) and define two more quantities.
First, the analytic rank of E/K, denoted by 74, (E/K), is the order of vanishing of L(E/K,s) at s =1
or, correspondingly, the multiplicity of T = ¢! as a root of the rational function L(E/K,T), i.e.

Tan(E/K) := ords—1 L(E/K,s) = ordp_g-1 L(E/K,T).

Secondly, one introduces the special value of the L-function at s = 1; it is usually defined as the first
non-zero coefficient in the Taylor series of L(E/K, s) around s = 1:

L(E/K,s) = (special value) - (s — 1)ran(B/K) 4 o((s — 1)”"(E/K)) (when s — 1).

But we actually prefer to work with a slightly different version of the special value: the rational
function L(E/K,T) has integer coefficients and has a zero of multiplicity r.,(E/K) at T = ¢~!, we
put L*(E/K,T) = L(E/K,T)/(1 — qT)"*(F/K) and define the special value of L(E/K,T) to be:

L(E/K,T)

* LT —1\ __
L(B/K 1) = L(B/K,q™) = = e .

Since (1 —¢'=%) ~logq- (s — 1) as s — 1, it is readily seen that L*(E/K, 1) differs from the “usual”
special value by a factor (logq) " (£/5) The advantage of our normalization is that L*(E/K, 1) is a
non-zero rational number.

Birch and Swinnerton-Dyer (and Tate, in this setting) conjectured that 74, (E/K) and L*(E/K, 1)
have the following arithmetic interpretation:

Conjecture 5 (Birch - Swinnerton-Dyer). Let E be an elliptic curve over a function field K = F,(C'),
we denote by go the genus of C. Then the analytic rank 1., (E/K) and the rank of the Mordell- Weil
group E(K) coincide:

Tan(E/K) = ordp_,-1 L(E/K,T) = rank E(K),
and the special value L*(E/K, 1) is given by

ql—gc

H(B/K) v

FBRD = #m((#E(K) )

where Tam(E/K) is the Tamagawa number of E/K.

The first part of the conjecture is sometimes called the “weak BSD conjecture” and the latter
the “refined BSD conjecture”. We note that finiteness of the Tate-Shafarevich is implicitly assumed
in (9). Note also that the analytic continuation of the L-function is known here: for elliptic curves
over number fields, this is still conjectural (except over Q where it follows from Wiles’ modularity
theorem). For elliptic curves over function fields (as opposed to elliptic curves over number fields),
this conjecture is “almost a theorem”. First of all, the work of Kato and Trihan [KT03] (building on
previous work of Tate [Tat66], Milne [Mil75] and others) shows that the “full” Birch and Swinnerton-
Dyer conjecture for E/K is equivalent to the “weak” conjecture, itself equivalent to the finiteness of
the Tate-Shafarevich group III(E/K) (or even of one its ¢-primary parts III(E/K)[¢*°]). Secondly,
Conjecture 5 is completely proved in many cases. For example, Milne [Mil68] showed that isotrivial
elliptic curves satisfy Conjecture 5. We note that the BSD conjecture in this context has a “geometric”
counterpart: for an elliptic curve E over a function K = F,(C), denote by 7 : £ — C the minimal
regular model of E; the BSD conjecture for E is equivalent to the Tate conjecture [Tat94] for the
surface £/F,. This latter conjecture is known to hold for many surfaces (see [Gor79], [Mil75], [Shig6],
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[SKT79], ...) and can be used to produce many elliptic curves satisfying the BSD conjecture, including
some non isotrivial ones.

The reader may now compare the class-number formula (6) for number fields and the conjectural
BSD formula (9) for elliptic curves: they are both obtained as Taylor coefficients of a Dirichlet series
at s = 1 and are, at least in their formal structure, very similar. One might set up the following
“dictionary” to help with the translation between the two settings:

Number fields k/Q Elliptic curves E/K
degree [k : Q] d=1 dimension
discriminant Ay H(E/K) height
zeta function (i (s) L(E/K,s) L-function
class-number  hy = #CL(Oy) III(E/K) order of Tate-Shafarevich group
)

regulator of units Ry = Reg(O;) Reg(E/K
# of roots of unity  #pr = #(O; Jtors | #E(K)tors # of torsion points
“period” 271 (2m)"2 Tam(E/K) Tamagawa number.

Néron-Tate regulator

We can now return to our idea of mimicking the proof in three steps of the classical Brauer-Siegel
theorem (Theorem 4) to deduce information about the Brauer-Siegel ratio of elliptic curves. Let E be
an elliptic curve over a function field K and suppose that E satisfies the BSD Conjecture (as we said
above, assuming BSD is equivalent to assuming finiteness of III(E/K)). We will use the BSD formula
(9) for the special value L*(E/K, 1) of its L-function to complete “Step 1.” of our program (see our
sketch of the proof of Theorem 4): we link the size of Bs(E/K) to that of L*(E/K,1).

To do so, we need to ensure that the two “extra” terms #FE(K )iors and Tam(E/K) in (9) are
not asymptotically significant and thus may be safely ignored; in the same way as one checks that
#ui and 2™ (27)"2 are negligible compared to Ay for a number field k. At the very beginning of this
introduction, we have already pointed out that #FE (K )iors is uniformly bounded once K is fixed:

1< #E(K)tors < bK

We note that a weaker upper bound of the form #FE(K)ios < H(E/K)¢ (for all € > 0) would be
sufficient for our purpose (and is easier to prove). The Tamagawa number term can also be bounded
in terms of the height. More precisely, one can show that

Ve>0, 1<Tam(E/K)<.H(E/K),

where the implicit constant is effective. For elliptic curves over function fields, the proof is not so
difficult (see our Théoréme 1.5.4) but extending this bound to higher-dimensional abelian varieties is
much more subtle (see [HP16, Theorem 6.5]). Once these two terms are discarded, we are left with
the following inequality, valid for all elliptic curves E (over a fixed function field K) satisfying the
BSD conjecture:

log |L*(E/K, 1)|
log H(E/K)

Thus, to study the size of Bs(E/K), it remains to understand the size of the special value L*(E/K, 1)

in terms of the height. Keeping the analogy with number fields in mind, we set out to investigate the

behaviour of the L-function of F/K around s = 1: this would constitute the analogues of “Step 2.”
and “Step 3.” of the proof of the classical Brauer-Siegel theorem.

Bs(E/K) = 1+ o) (H(E/K) — o0).

First, we explain how to obtain upper bounds on the special value L*(E/K,1) in terms of the
height (thus completing “Step 2.”). Let E be an elliptic curve over a function field K, we assume
for simplicity that E is not constant. Remember that its L-function L(E/K,T) is a polynomial in T
whose degree bg,k is bounded by cx -log H(E/K) (where ck is a small explicit constant) and whose
inverse zeroes have absolute value ¢q. From this observation, one readily gets a “trivial” upper bound
on the special value L*(E/K,1):

log|L*(E/K,1)| < bg/k < ck -log H(E/K), (10)

where the implicit constants are effective and depend only on K. A more refined estimation, using
complex analysis techniques on L(E/K, s) (see [HP16, Theorem 7.5]), actually leads to

loglogbr,/x

log |L*(E/K,1)| < bg/k - log b/

=o0(bg k) = o(log H(E/K)). (11)
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If our elliptic curve E/K satisfies the BSD conjecture, this improved upper bound on L*(E/K,1)
immediately leads to
Bs(E/K)<1+0o(1) (H(E/K)— o).

We now have completed “Step 2.” of the proof of an analogue of the Brauer-Siegel theorem.

There remains to find a lower bound on the special value L*(E/K,1). This problem is significantly
harder and essentially still open in the general case. There are several reasons why adapting “Step
3.” for number fields to the situation at hand doesn’t work quite as well as planned. One of these is
the difference, from an analytic point of view, between the L-function L(E/K, s) and the zeta-function
Ck(s) of a number field k. We study them both in the neighborhood of s = 1, but:

— First, (x(s) has a simple pole at s = 1 whereas L(E/K, s) is expected to have a zero of high
order at s = 1. We mention that there are examples of elliptic curves over Fy(t) of arbitrarily
large rank and which satisfy the Birch and Swinnerton-Dyer conjecture, see [TS67] and [Ulm02].
Now, it is classical that the behaviour of a meromorphic function around one of its poles gives
strong information about the size of its residue there. But the behaviour of a meromorphic
function around one of its zeroes, especially if it has high multiplicity, gives almost no lower
bound on its Taylor coefficients.

— Then, in the number field case, we saw that assuming GRH for (j(s) pushes the zeroes of ((s)
“far” away from s = 1 where its pole is so that we had a very good lower bound on the residue
at s =1 (under GRH). When we turn to L-functions of elliptic curves over K, the critical strip
is shifted to 1/2 < Re(s) < 3/2 and, as we said, the corresponding Riemann Hypothesis has
been proved by Deligne: all the zeroes of L(E/K,s) have real part Re(s) = 1 (and they are
symmetrically distributed with respect to the real axis). But we are studying £(E/K, s) around
s =1, right in the middle of the critical strip! So there are zeroes of L(E/K,s) close to 1! The
reader may compare the two pictures below: again, green dots symbolize hypothetical zeroes of
Ck(s) or L(E/K,s) and the blue bubble around s = 1 represents a “zero-free region”.

! critical strip ¢+  (C ! critical strip 1
NAAKR _=—_=
| [ | i ® i
: $ i i : i
NN AHHBINN
1 ' !
—tEr of Ry
] o : : 1
; ° ! i ? '
A AN
) | ] '
AN NN\
Zeroes of Cu(s) (under GR). Zeroes of L(E/K,s) (under GRH).

The blue bubble for ((s) is almost independent of k, but when the height of E/K goes to
infinity, the bubble for L(F/K, s) gets smaller and smaller. Not to mention the possibility that
a “clump” of zeroes accumulates near the boundary of the blue bubble. This phenomenon is the
major hindrance in finding non trivial lower bounds on L*(E/K, 1).

The potential presence of “small zeroes” may be seen as a first vague evidence that the Brauer-
Siegel ratio of elliptic curves can not always be “big” (i.e. it can be much smaller than 1).

Before passing to a review of known results concerning the Brauer-Siegel ratio, we allude to a
closely related situation (some would say the “vertical case”). Namely, we fix an elliptic curve E
over a function field Ky and consider a tower of function fields Ko ¢ K1 Cc Ky C --- C K; C ...
(corresponding to a sequence of coverings of curves Cy < Cy < Cy + -+ + C; + ...). One might
be interested in understanding the “growth” of the successive Mordell-Weil groups

E(Ky) C E(K1) CE(Ky)C---C E(K;)C... (i = 00).

When F is a constant elliptic curve over Ky, the BSD conjecture for F;/K; is a theorem of Milne
[Mil68, Theorem 3] and Kunyavskiil and Tsfasman proved the following (see [KT08, Theorem 2.1]):

Theorem 6 (Kunyavskii - Tsfasman). Let {K;};en be a tower of function fields: K; = F,(C;) is the
function field of a curve C; and the genus g(C;) tends to +o0o (when i — o). If Ey is a constant
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elliptic curve Ko = Fp,(Cy), for all i € N, we denote by E; = Ey X, K; the base-change of Eq to K.
Then,

log (#IL(E;/K;) - Reg(Ei/Ki)) = #Eo(Fpm)

m=1

where By, = lim;_, o #C;(Fpm)/g(Ci) (up to extracting a sub-tower of {K;}ien, one can assume that
these limits do exist).

Unfortunately, the reader should be warned that there is a gap in their proof (see [KT10]). We
note that the quantity log (#11L(E;/K;) - Reg(E;/K;))/(logp- g(C;)) is closely related to Bs(E;/K;):
in the case where K; has genus g(C;) — oo, the main contribution to log H(F;/K;) is logp-g(C;). We
won’t say more about this setting except that the behaviour of Bs(E;/K;) is expected to be radically
different than in the previous situation (where K was fixed and E varied). We refer the reader to
[Zyk15] for a presentation of a unified framework that could be used to treat the “horizontal” and the
“vertical” conjectures on the same footing.

Previous results (and questions)

The introduction of the Brauer-Siegel ratio of elliptic curves over function fields is rather recent
(see [HP16]), but there are already a few results about Bs(E/K) which we now review. Note that
the results of [HP16] hold, in greater generality, for abelian varieties of any dimension: we only state
them for elliptic curves. Let K = Fy(C) be a function field over a finite field F,. We denote by
&1L ¢ the family of all elliptic curves over K (ordered by height). As was already pointed out, Hindry
conjectured that

04+ o0(1) < VBs(E/K) <1+ 0(1) (Fedllx, HE/K)— o)

for all elliptic curves whose Tate-Shafarevich group is finite (Conjecture 2). This conjecture is now
proven (as a special case of [HP16, Corollary 1.13]):

Theorem 7 (Hindry-Pacheco). For a fived function field K = Fy(C), let &k be the family of all
elliptic curves over K. We assume that UI(E/K) is finite for all E € &,k . Then

0 < liminf Bs(E/K) < limsup Bs(E/K) < 1. (12)
Eétl, i B8tk

We note that the assumption of finiteness of III(E/K) is equivalent to the assumption that E/K
satisfies the Birch and Swinnerton-Dyer conjecture (see [KT03]). The upper bound in (12) is proven
by analytic methods along the lines we sketched in the previous section : it follows from an upper
bound on the special value L*(E/K, 1) of the L-function of E/K at s =1 (see [HP16, Theorem 7.5]).
The proof of the lower bound in (12) is more delicate:

— With analytic methods, one can prove a “weak” lower bound (thus completing a weak version

of “Step 3.”). In the case of elliptic curves, Hindry and Pacheco obtain ([HP16, Lemma 7.1])
that
—5 < liminf Bs(E/K),
Eeétl )y
again, under the assumption that the Tate-Shafarevich group is finite.
— But a subtle diophantine lower bound on the regulator Reg(E/K) (see [HP16, Proposition 7.6])
gives the desired
0 < liminf Bs(E/K).
Eeétl,
Written under this form, it is conditional to HI(E/K) being finite because the definition of
Bs(E/K) is. But it is actually an unconditional lower bound on Reg(E/K) in terms of the
height H(E/K).

In other words, Conjecture 2 above is true (conditional to the finiteness of Tate-Shafarevich groups).
Furthermore, Hindry and Pacheco give an unconditional example where the upper bound in (12) is
attained (see [HP16, Theorem 7.12]).

Theorem 8 (Hindry-Pacheco). Let F, be a finite field of characteristic p > 5 and K = Fy(t). For
any integer d = 2 prime to p, let Eq be the elliptic curve over K given in affine coordinates by

Eg: Y24+ XY = X3 — ¢4
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The Tate-Shafarevich group I(Ey/K) is finite (and thus, Eq/K satisfies the Birch and Swinnerton-
Dyer conjecture). Moreover, as d — oo, the Brauer-Siegel ratio Bs(Eq4/K) has a limit and this limit
is 1. That is to say,

log (#IL(E/K) - Reg(Eq/K)) ~ log H(E4/K) ~ logq - g (d = o0).

The curves E4/K had been previously considered by Ulmer (in [Ulm02]) who showed that they
satisfy the Birch and Swinnerton-Dyer conjecture (see [Ulm02, Proposition 6.4]) and that the rank of
E4(K) can be arbitrarily large when d — oo ([Ulm02, Theorem 1.5]). With this example, one can
rephrase Theorem 7 when K = F(t):

0 < liminf Ws(E/K) < limsup Bs(E/K) =1,
BE&L) ¢ Be8tl

where &0,k still denotes the family of all elliptic curves over K.

Note that Theorem 7 does not give a definitive answer to the question of knowing how small the
Brauer-Siegel ratio can actually be (Conjecture 3). One could first be tempted to predict that a
complete analogue of the classical Brauer-Siegel theorem (Theorem 4) holds for elliptic curves over
function fields:

Eelzlﬁ’lell}m Bs(E/K) =1, (7
H(E/K)—oo
i.e. that the “liminf” and “limsup” in (12) coincide. At present, it is not clear if one should expect
this to be true in general or, on the contrary, if Conjecture 3 holds.

Some strong heuristics recently came to light that suggest Conjecture 3 is closer to the truth
(compare [Hin07, Conjecture 5.5] and [HP16, §7.5, §7.6]). In particular, Hindry and Pacheco predict
that the behaviour of the Brauer-Siegel ratio in families of quadratic twists of a given elliptic curve
is different from the “generic” one. We now sum these up in the case when K = [F () is the rational
function field. Let E/K be an elliptic curve.

1. As was mentioned earlier and as is discussed in detail in [HP16, §7.3], the presence of zeroes of the

L-function £L(E/K,s) of E near s = 1 has an influence on the size of the special value L*(E/K, 1)
and thus on the size of Bs(E/K). In vague terms, if L(E/K, s) has a zero very close to 1 (or if
L(E/K,s) has a clump of zeroes close to 1) then L*(E/K,1) is expected to be very small. On the
contrary, if the zeroes of L(E/K, s) are “well-spaced”, one could reasonably expect that L*(E/K, 1)
is not too small.
These expectations are made precise in [HP16, Lemma 7.7]: the authors isolate the contribution of
“small zeroes” to the size of L*(E/K,1). One is thus led to study the distribution of the zeroes of
L(E/K,s) on the line Re(s) = 1 on which they lie. This was carried out by Michel in [Mic99] who
showed that for “most” elliptic curves E/K, the zeroes of L(E/K,s) are “well-distributed”. So,
for “most” elliptic curves, the Brauer-Siegel ratio should be bounded away from 0. Nonetheless,
this does not remove the possibility that an infinite family of elliptic curves over K could have
L-functions with “badly-distributed” zeroes and thus a smaller Brauer-Siegel ratio.

2. If E is non-constant, for any square-free D € F[t], one can consider the quadratic twist £(P) /K of

E by D. Assuming the Birch and Swinnerton-Dyer conjecture for E(P), an analogue of a theorem
of Waldspurger links the value L(E/K,1) of L(E/K,s) at s = 1 with the D-th Fourier coefficient
cg(D) of a certain 3/2-weight modular form gg.
When E) has rank 0, one has £(E/K,1) = L*(E/K,1) and the upper bound on Bs(EP)/K)
then follows from the (proven) Ramanujan conjecture for the Fourier coefficients of gg: namely,
lce(D)| <. (q1°8 P)1/4+¢. Now, a positive lower bound on Bs(E(P)/K) would mean that the non-
zero coefficients cg (D) are bounded away from 0. This seems unlikely because it would mean that
the Fourier coefficients of some 3/2-weight modular forms do not satisfy a “Sato-Tate distribution”,
i.e. they would be not equidistributed in the interval in which they lie.

3. If instead E//K is constant, there exists an elliptic curve Ey over [, such that E = Ey xp, K. In
this case, the BSD conjecture has been proved by Milne (see [Mil68, Theorem 3]) both for E and
its quadratic twists E(”) by square-free polynomials D & F,[t]. Let ag := ¢+ 1 — #Ey(F,), we
denote by Fp(T) the numerator of the zeta function of the hyperelliptic curve Cp : y? = D(z) and
by gp := g(Cp) = |(deg D —1)/2] the genus of Cp. The special value L*(EP)/K 1) has been
computed by Milne in terms of Fp(T) and ag. A little algebra yields the following expression for
the Brauer-Siegel ratio Bs(E(P)/K) (see [HP16, Proposition 7.16]) :

2log |Gp(ap)|

Bs(EDP)/K) =
( /K) gp -logq

+0o(1) (deg D — o0),
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where G}, (T') € Z[T] can be explicitely computed from Fp(T). Moreover, one has G}, (ag) # 0,
deg G}, = gp — o(gD); and all roots of G7,(T') are real and lie in [~2,/q,2,/q]. Now, when Ej
runs through all possible elliptic curves over IFy, the integer ag takes almost all integral values
between —2,/q and 2,/q (see [WMT71]). As deg D gets bigger, G7,(T') has more and more roots in
the interval [-2,/q,2,/q] where ag lies : it sounds plausible that |G},(ag)| € N* can indeed be
“very small” compared to gp.

Note the “reverse” construction : given an integer a € [—2,/q,2,/q], it is easy to construct a
sequence of polynomials H,(T) € Z[T] (n € N*) of growing degree with the properties that the
roots of H,(T) are all real and lie in the interval [-2,/q,2./q], H,(T) does not vanish at a and
log |H,,(a)|/ deg H,, is arbitrarily small. However, we do not know how to check that H,, (T") actually
corresponds to a “G7,(T') polynomial” associated, as above, to the numerator of the zeta function
of an hyperelliptic curve Cp.

Needless to say, exhibiting an explicit family of elliptic curves E/F,(t) whose Brauer-Siegel ratio
has a limit @ < 1, even conditional to the Birch and Swinnerton-Dyer, would be a breakthrough.
As would a proof that the Brauer-Siegel ratio, on the contrary, always has limit 1 (thus disproving
Conjecture 3). Maybe a study of the Brauer-Siegel ratio “on average” could give a hint as to which
behaviour is typical; unless there are so few elliptic curves with small Brauer-Siegel ratio that their
presence can not be detected by a too rough average upper bound.

As one sees, this question and its variants are far from settled and we intend to investigate further
this circle of problems.

New results

We now present our contribution to the study of the Brauer-Siegel ratio. We break up this section
in three parts. The first one states our main theorem, directly related to the Brauer-Siegel ratio. The
second contains some results used in the proof of the main theorem but which might be of independent
interest. In the last part, we mention two other results, which we didn’t incorporate in this manuscript.

Main theorem

Let F, be a finite field of characteristic p > 5. We denote by K the rational function field K = F,(¢)
over [F;. Consider one of the following families &; of elliptic curves over K:

(&1) for any integer d € N* prime to ¢, let E4/K be given by the affine equation
Eg: Y?=X(X+1)(X +1t. (13)

We call E; a “Legendre elliptic curve” because its 2-torsion points are K-rational. It has been
extensively studied by Ulmer, Conceigdo and Hall (see [Ulm14a], [CHU14] and [Ulm14b]).

(&) for any integer d € N* prime to ¢, let Hy/K be given by the affine equation
Hy: Y?243t0XY +Y = X3 (14)

H, will be called a “Hessian elliptic curve” because it has a natural K-rational 3-torsion point.

3) for any integer d € rime to et By e given the afline equation
(&3) for any integer d € N* pri q, let E4/K be given by the affine equati
Eg: Y24 XY +t4Y = X? + X2 (15)

The curve E; has a natural K-rational 4-torsion point (and was studied by Ulmer in [Ulm13]).

(&) for any integer d € N* prime to ¢, let E4/K be given by the affine equation
E;: Y24+ XYy —tly = X3 (16)

These curves are studied by Davis and Occhipinti in [DO14], where the authors produce explicit
rational points for certain values of d.

(65) for any odd integer d € N* prime to g, let By /5 4/K be given in affine coordinates by
Bijga: Y?+2t°XY — 4y = X3 — 6t9X% + 82 X. (17)

This elliptic curve is mentioned by Berger in [Ber08, §4.3, Example 6].
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In this thesis, we show that the Brauer-Siegel ratio of elliptic curves E/K taken from one of the
families above has a limit, and that the limit is actually 1. We record this in one theorem:

Theorem 9. Let &; (with i € {1,2,3,4,5}) be one of the families above.

e For each elliptic curve E € &;, the Birch and Swinnerton-Dyer conjecture is true for E/K.
In particular, II(E/K) is finite and Bs(E/K) makes sense.

o When H(E/K) — +oo with E € &, one has

Bs(E/K) ——» 1.
Ecé&;
H(E/K)—o0

In other words, for all € > 0, there are constants such that
VE €&, H(E/K)'° <. #l(E/K)- -Reg(E/K) <. H(E/K)'**.
To put it differently, when E € &;,
log (#III(E/K) - Reg(E/K)) ~log H(E/K) as H(E/K) — co.

Actually, each family above is naturally indexed by integers d € N* (prime to p) and there exists
a constant ¢; (given below) such that for any curve E; in the i-th family &;,

log g

T

log (#1II(Eq/K) - Reg(Eq/K)) ~log H(Eq/K) ~ d asd— +oo.
With
61:2, 0221, C3:27 6423, 0522.

This is an immediate consequence of Théoréme 4.4.1, Théoréme 5.4.1, Théoreme 6.4.1, Théoreme
7.4.4 and Théoreme 8.4.2.

The 5 families of elliptic curves described above add to the example in [HP16, Theorem 7.12]
to give a total of 6 families of elliptic curves (over F,(¢)) for which one knows unconditionally that
a complete analogue of the Brauer-Siegel theorem holds (that is, Bs(E/K) — 1). We hope that,
upon reading the proofs, the reader will be convinced that our method can be used to study the
Brauer-Siegel ratio of other families.

This theorem could be seen as giving more evidence that, in Theorem 7, the “liminf” and the
“limsup” are actually equal to 1. We prefer to think that the elliptic curves we study are part of the
(conjectural) majority of those whose Brauer-Siegel ratio tends to 1. At least, this theorem tells us
where not to look if one wants to find a family of elliptic curves with a smaller Brauer-Siegel ratio
(conjecturally, a “thin” family among all elliptic curves).

As we explained above, for an elliptic curve E/K to have a “big” Brauer-Siegel ratio (that is to
say, for Bs(E/K) to be close to 1), it is necessary that the zeroes of the L-function L(E/K,T) be
sufficiently “well-behaved”. In other words, the central part of the proof is to prove a lower bound on
Bs(E/K): to do so, we show that the special values L*(E/K, 1) of the L-functions of elliptic curves
E € & never get too small. In general, the direct study of the distribution of the zeroes is delicate, so
we took a “p-adic” approach, which we now roughly sketch. Suppose we have expressed the special
value L*(E/K,1) = L3}, of an elliptic curve E/K as a product

* Wm
o= 11 (1_q“m)’
meM
where w,, are certain algebraic integers of absolute value ¢"“™, u,, € N* and m runs through a set of
indices M with #M = o(log H(E/K)). We give lower bounds for such products using the following
idea. By construction, the product L% is a non-zero element of Z[g~']: as such, it can be written
under the form ( )
N integer
Ly = s (18)
for a certain exponent Wg € N. Hence, we can give a lower bound on log |L%| (in terms of H(E/K))
by finding an upper bound on Wg in the denominator. Since the w,, are an algebraic integers,
multiplying the factor (1 — wy,/g“™) by ¢*™ produces an algebraic integer whose norm is a rational

integer. Hence, multiplying L%, by qz “m leaves us with an integer and we see that 0 < Wg < > wyp,.
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Now imagine that some of the w,, are “very divisible” by q. Then there is no need to multiply
the corresponding factors (1 — w,,/¢*™) by ¢*™ to obtain an algebraic integer: a smaller power of
g would do. So the exponent Wg in the denominator of L}, can be lowered. By keeping track of
these “cancellations” in the factors of L};, we manage to show that Wg = o(log H(E/K)) for the five
families &;, which is enough to yield

log |L3| = —o(log H(E/K)).

Auxiliary results

To prove Theorem 9 above, we require other results, whose interest surely lies beyond the only
study of the Brauer-Siegel ratio. We sum up the most significant new theorems which are also proved
in this thesis.

Let F, be a finite field of odd characteristic. For any b € F, \ {1, —1} and any non trivial character
X:Fy — @X, we define the associated Legendre sum by:

Sy(x;b) === > x(z) - p(a® +2b- 2 +1),
z€F,

where p1 : T — {#1} is the unique non trivial character of order 2. These sums were defined by Evans
in [Eva86] but there seems to be very few results about them in the literature. In order to compute
some L-functions, we needed the Legendre sums to satisfy an analogue of the “Hasse-Davenport lifting
relation for Gauss sums” and to satisfy a “Riemann hypothesis”. To state our theorem, we recall the
following construction: for any non trivial character x : IFqX — @X and any finite extension Fyn /Fy,
define a character x(™) on IFan by

Vz € F, Xx™(2) =x0Ng,/r,(2),
where Np_, /r, : ]qun — IFqX denotes the norm. We obtain:

Theorem 10. Let b € Fy ~ {—1,1} and x : F — Q" be a non trivial character. There exist two
algebraic integers ap(x) and Bp(x) (depending only on b and x) such that

o Sq(x;b) = aw(x) + Be(x) and as(X) - Bo(x) = ¢
e For any extension Fyn [Ty, Sqn(x™,b) = ap(x)™ + Bo(x)" (“Hasse-Davenport relation”),
e In any complex embedding, ay(x) and By(x) have absolute value \/q (“Riemann hypothesis”).

See Théoreme 2.2.21 and Corollaire 2.3.5. Note that, for a given b € F, \ {—1,1}, the Legendre
sums naturally appear in the zeta function of the hyperelliptic curve D, defined over F, by the affine
equation:

D: y? =22 p9p. g9t 41,

Indeed, the action of (¢ — 1)-th roots of unity on D (given by (z,y) — (- z,y) for ¢ € pq—1) breaks
up the cohomology of D into 2-dimensional subspaces on which the action of the Frobenius x — ¢
has trace S, (x;b). More details can be found in Théoréme 2.3.4.

As was mentioned before in this introduction, the Brauer-Siegel ratio is intimately linked with
special values of L-functions. To say something about the limit of the Brauer-Siegel ratio of the
families of Theorem 9, we had to compute explicitly the corresponding L-functions. Before giving the
results of our computations, we set up some notations. Let F, be a finite field of odd characteristic p
and d > 2 an integer that is prime to ¢. There is a natural action of ¢ on Z/dZ~{0} by multiplication.
Let O (d) = (2/dZ~{0}) /(g mod d) be the set of orbits.

Fix a prime ideal ¥ of Z above p: reduction modulo P induces an isomorphism between the
group u;, C @X of roots of unity whose orders are prime to p and the multiplicative group EX. Let

t: EX ~ (Z/P)* = ), C Q" be the inverse of this isomorphism (we call t the Teichmiiller character).
We also denote by the same letter t the restriction of the Teichmiiller character to any subfield of IF,.
To any integer d > 2 prime to ¢, we attach a set (indexed by a € [1,d—1] or Z/dZ~{0}) of characters
t,: F;u(a) — @X defined over various extensions I ju(a) /F, and whose orders divide d. More precisely,

for any a € [1,d — 1], let u(a) = min {n € N* | ¢"a = a mod d} = ord” (¢ mod (d/gcd(d, a))) and

ty:T € IF;WL) — t(x)(qu(a)fl)“/d eqQ”.
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In the results below, the reader interested in the case when d | ¢ — 1 can replace “m € O (d)” by
“a=m € [1,d = 1], u(a) by 1 for all a € [1,d — 1] and t, by the powers x* of a fixed character
x:Fy — @X of exact order d.

With these characters, we computed the L-functions of the elliptic curves in the families &;. For
the next five theorems, we let I, be a finite field of characteristic p > 5 and K = Fy(t).

First of all, we obtain the L-functions of the “Hessian curves” in family & (see Théoréme 5.2.1).

Theorem 11. For any integer d > 2 prime to q, let Hyg be the “Hessian elliptic curve” over K, given
by (14). The L-function L(Hy/K,T) of Hy can be written in the form:

LK) = [ (13- 1)
meol? (3d)

where 053)(3d) is the set of orbits of Z/3dZ ~ {0,d,2d} under the action of q by multiplication and,
for any m € 053)(3d), J.n denotes the following sum:

T =ta(27) Jgueo (tas tar ba) = ta(27) - D ta(@)ta(y)ta(2),

z,Y,2€F u(a)
r+y+z=1

for any choice of representative a € Z/dZ of the orbit m (up to a root of unity, J,, is a Jacobi sum).
Please note that the characters t, here are those attached to 3d, not to d.

With techniques very similar to [CHU14, §3], we compute the L-functions of elliptic curves in
family &3, having a rational point of 4-torsion (see Théoréme 6.2.1).

Theorem 12. For any integer d > 2 prime to q, let E4 be the elliptic curve over K, given by (15).
The L-function L(E4/K,T) of Eq can be written in the form:

L(EJ/KT)= [ -3, 1"m™)
me0ol? (d)

where (’)((12)(0[) is the set of orbits of Z/dZ ~ {0,(d/2)} under the action of q by multiplication (with

the orbit {d/2} removed if d is even) and, for any orbit m € (9((12)(d), J!. denotes the following Jacobi
sums:

N . :jq“r(fﬂ (ta,ta) = — Z ta(z)ta(y),

,Y,2€F u(a)
z+y=1

for any choice of representative a € Z/dZ of m.

Next, for the family &, of elliptic curves studied in Chapter 7, we get the following result (see
Théoréme 7.2.1).

Theorem 13. For any integer d > 2 prime to q, let E4 be the elliptic curve over K, given by (16).
The L-function L(Eq4/K,T) of Eq can be written in the form:

L(EJET) = ] (1= 3n-10m).
me0 (d)

where (’)((13)(d) is the set of orbits of Z/dZ ~ {0,(d/3,2d/3)} under multiplication by q (with orbits
{d/3} and {2d/3} removed if 3| d) and for all m € (’),(13) (d), I, is a “2-dimensional” Jacobi sum:

Jm :jqu(a)(taataata) - Z ta(x)ta(y)ta(z),

2,Y,2€F u(a)
zt+y+z=1

for any choice of representative a € Z/dZ of m.

Finally, for the family of elliptic curves &5 taken from [Ber08, §4.3, Example 6], we first obtain a
general expression of the L-function (see Théoréme 8.2.1):
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Theorem 14. Let a € Fy\{0,1} and d > 2 be an integer prime to q. We denote by B, q the elliptic
curve over K =Fy(t) defined in affine coordinates by

Baa: Y?+tIXY —at?>Y = X3 — (a+1)t"X? + at®*X.
The L-function L(Bq,q/K,T) of Ba,a can be written in the form

L(Baa/KT) = (1=qT)- ] (1=30- S T2 43,2 qu0m) . 720000 )
me0'? (d)

where, as above, (’)((12)(d) is the set of orbits of Z/dZ~ {0, (d/2)} under the action of q by multiplication

(with the orbit {d/2} removed in case d is even) and for any orbit m € O((Iz)(d) and any choice of a
representative i € Z/dZ of m, J,,, is a Jacobi sum (up to a oot of unity):

I = ti(—1) - jguc (ti, t) = —ti(—1) - Z ti(z)ti(y),

z,Y€F @)
rz+y=1
and Sy, is a Legendre sum
S = Spuo (b1 —2a) == Y ti(z)-p(2® +2(1—2a) -z +1).
q (3] 3

.’L‘G]Fqu(i)

In the case where a = 1/2 € F, and d is odd, the expression of the L-function of L(B/2.4/K,T)
in the above theorem “simplifies” to give the following result about the L-functions of elliptic curves
in family &5 (see Théoréme 8.3.2).

Theorem 15. Let d > 2 be an odd integer prime to q. Let By s q be the elliptic curve over K = F(t)
defined by (17):
Bijaa: YZ2+2t°XY — 42y = X® — 6t X% 4 8t*X.

Then the L-function L(B1/2.4/K,T) of By2.qa can be written in the form

L(Bijpa/K.T)=(1—q)- [] (1 _Jy . Tu(n)) ,
neo0(® (2d)

where O((]Q)(Qd) is the set of orbits of Z/2dZ ~ {0,d} under the action of q by multiplication and for
any orbit n € (952)(2d) and any choice of a representative i € Z/2d7Z of n, J), is a “2-dimensional”
Jacobi sum (up to a root of unity):

T = ti(—4) G (b, 87) = ti(—4) - > ti(@)ti(y)ti(2)%
©,Y,2€F (i)
z+y+z=1

Please note that the characters t; here (i € [1,2d — 1]) are those associated to 2d (and not to d).

We hope that these computations prove useful for some other purposes. That is why we tried
to keep the hypotheses in the last five theorems very light: we only assume that d is prime to the
characteristic of Fy(t). We also mention here that we prove a result of “unbounded rank in towers”
for the B, 4 curves (see Corollaire 8.3.13):

Theorem 16. In the family of elliptic curves By q/K (with d > 2 ranging through all integers prime
to g and a € Fy ~{0,1}), the rank rq q = rang B, q(K) is not bounded:

limsup rank B, 4(K) = limsup rank B /s 4(K) = +o0.
ged(d,q)=1 god(d,q)=1
a€F,~{0,1}

As noted in [Ber08, §4.3, Example 6], the unboundedness of the rank for B, 4 is not a consequence
of the general theorem of Ulmer [Ulm07b, Theorem 4.7].
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The central part of the proof of Theorem 4 and our main technical result is a lower bound for special
values of L-functions satisfying certain hypotheses (see Théoréme 3.2.2). We do not go into details
here but we give a flavour of how that theorem works. Fix F, a finite field of odd characteristic and
K =F,(t). Let d > 2 be an integer prime to g. Most of the L-functions displayed above are written
under the schematic following form:

L = ] (1 . -T“<m>) e Z[T),
me0;(d)

where Oy (d) denotes the set of orbits of Z/dZ~{0} under the action of ¢ by multiplication and the w,
are certain algebraic integers. By definition, the special value consists of the value of Ly(T) at T = ¢~ *
once we have removed all the factors 1 — w,, - T%("™) that vanish at T = ¢~ * (up to a manageable
integral term, whose logarithm is positive). The main term that needs to be bounded from below can
be written under the form of a product

* L Wm
e I (%)

meM

where m runs through a certain set of orbits M C O (d). We now add the hypotheses that the w,,
lie in the cyclotomic field Q(q4,,) (where d,,, := d/ged(d, m)) and that the numbering of {w, }m is
“compatible” with the action of Gal(Q((4)/Q) ~ (Z/dZ)* (i.e. we assume that oy(wp,) = Wiy if o is
the Galois automorphism corresponding to ¢ € (Z/dZ)*). Note that both hypotheses are satisfied by
the L-functions of elliptic curves in the five families &;. We fix, once and for all, a prime ideal f C Z
above p and put p,, = Q({y,,) NP for all m € M.

Theorem 17. Under these hypotheses, one has

dp,,, Wm
log |Ly| >4 — Z max {Qu(m) — orpmw} = —W,. (19)
meM [Fy : Fyp

For a detailed account of our hypotheses and a precise statement, we refer the reader to Section 3.2.
Note that Shioda proved a somewhat related result (see [Shi87, Proposition 2.1]) when wy, is a Jacobi
sum of “even dimension”. We adapt his proof to work with more general w,.

The inequality (19) is true as soon as the L-function satisfies our hypotheses. What’s more, one
always has a “naive” upper bound on the sum W, on the right-hand side of (19), namely

ordy, W,
Wy = E max 07u(m)_p+ <d.
[Fy : Fp)
meM

The corresponding lower bound on log |L}| gives nothing more than the “Liouville bound”:
log |L*(Ea/ K, 1)| 4 —log H(E4/K).

Now, to prove that the Brauer-Siegel ratio of the elliptic curves F; in one of the families &; has limit 1,
we need to show a much stronger lower bound on log [L}|: we require that Wy be o(d) when d — occ.
Such an asymptotic relation would follow if “on average” the terms “u(m) — ordy,, wn/[Fq : Fp]” in
W, were “not too big”. For a general data {wy, }, there is no reason why this should hold.

However, in the case where the w,, are Jacobi sums (or products of Jacobi sums), making use of a
variant of Stickelberger’s theorem (Théoréme 3.3.9) allows to compute the terms ord,,, wy,. We then
obtain a more or less explicit expression of W, and there remains to prove that W, is negligible when
d — oo. To do so, we need a special case of the following equidistribution theorem. We denote the
fractional part of a real number z by {z} € [0, 1].

Theorem 18. Let I C [0,1] be an interval of length b and 2 C N* be an infinite set of integers.
Suppose we are given, for any d € 9, a subgroup Hy of Gq = (Z/dZ)* such that 22 = +00.
—00

loglogd
Then, when d — oo (and d € Z), one has

1
4G 2

g€Gq

1

B loglogd>1/6
#Hg

#H,

-#{teHd|{~‘g}eI}‘<<< =o(1).

For more details, we invite the reader to see Théoreme 3.4.1 and its corollaries.
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Other results

We also obtained two other results which are not included in this manuscript. First, we computed
the L-function of another (infinite) family of elliptic curves over F,(¢). More precisely, fix a finite field
F, of characteristic p > 5 and a parameter a € {0,1,1/2}, for all integers d prime to p, let F, 4 be the
elliptic curve over K given in affine coordinates by

Fog: Y?4+(1—tHXY +a2(t? — MY = X3 + (¢ + 20)tX? + (2a° + a®)t*? X + a*t37.

The rank of this curve is studied in [Occ12]: Occhipinti computes “semi-explicitly” the L-function of
Fy.q/K when d divides ¢ — 1 = #F. He also uses the theorem of [Ber08] to prove that F, 4 satisfies
the Birch and Swinnerton-Dyer conjecture. By a different method and weakening the hypothesis that
d divides ¢ — 1, we were able to prove:

Theorem 19. With notations as above, for any integer d prime to p, the L-function L(Fy q4/K,T) is
given by

L(Foa/K.T) = (1=qT)- T (1= g7 (1= (82, = 2g ) 1em 4 g2elmputm)) - (20)
me0;(d)
where O (d) denotes the set of orbits of Z/dZ~{0} under the action of q by multiplication, u(m)

denotes the cardinality of m and, for any m € O('I(d) and any choice of representative i € Z/dZ~{0}
of m, S(m) denotes the Legendre sum

Sm=—Spo(tsl—2a0)=— Y ti(z) p(2®+2(1—2a)z+1).
ZE]Fqu(i)
The Hasse-Davenport relation and the Riemann hypothesis for Legendre sums ensure the existence
of algebraic integers a,,, and 3, (m € O;(d)) such that

Vm € OL(d), S = m + Brns O B = ¢"™ and |am| = [Bm| = ¢/,

With this notation, one can rewrite the L-function in a factorized form:

L(Foa/K,T)=(01-qT)- ] (1 — qum) ~T“(m)) (1 — a2 .Tu<m>> (1 — B2 Tu<m>) ,
meo/(d)

The proof uses computations of character sums and hinges on the fact that F; 4 is birational to the
curve Xy C P! x P! defined over K and given in affine coordinates by

z@—1) _,a yly—1)

X d -
@ Tr—a Yy—a

It is clear on the expression (20) that the L-function vanishes at order at least d = 1 + #0; (d) at
T = q~'. Hence, since F, 4 satisfies the Birch and Swinnerton-Dyer conjecture, F,, 4(F,(t)) has rank
at least d. Unfortunately, we are currently unable to give bounds on the size of the special value of
L(F,q4/K,T) at T = ¢~ ! other than the “trivial” ones:

log L*(F, 4/ K,1)

_ 1) <
6+ o(1) log H(Fo.a/K)

<040(1) (d— ).

Indeed, we have close to no information about how the numbers S,/ q“™)/2 are distributed in the
interval [—2,2] in which they lie (equivalently, we don’t know how the a,,/q"“(™)/? and B,,/q“("™)/?
are distributed angularwise on the unit circle).

Following a suggestion of Hindry, we also started the study of the Brauer-Siegel ratio of a family of
quadratic twists of a constant curve. The setting is as follows: let F, be a finite field of characteristic
p > 5 and let Ey be an elliptic curve over F, with affine equation Ey : y? = 23+ Az + B (A, B € F,).
Then E := Ey xp, Fy(t) is a constant elliptic curve over K = F,(t). For any integer d prime to p,
consider the quadratic twist E(® of E by the polynomial t¢ 4+ 1 € F,[t] C K, whose affine equation is

E@D . (t?41).9? =2+ Az + B.

Then E? /K satisfies the Birch and Swinnerton-Dyer conjecture (because it is isotrivial, see [Mil68,
Theorem 3]). Thus, by [HP16, Corollary 1.13], when d — oo, one has

0+0(1) < Bs(ED/K) <1+ 0(1).
We proved a refined bound on Bs(FE(? /K) for special values of d:
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Theorem 20. Let Ps; C N* be the (infinite) set of integers d > 2 such that d divides ¢ +1 (for some
n € N). Such an integer d € Dy, is often called supersingular for q (see [SK79]).Then, as d — oo,

lim Bs(E@/K) = 1.

d€Dss

d—oo

At the moment, we are unable to remove the condition that d be supersingular (nor are we sure

that the conclusion still holds if one removes the assumption). The proof is essentially based on three
ingredients. First, the L-function of E(?)/K is easily expressed in terms of the zeta function of the
hyperelliptic curve Cy : y?> = ¢ + 1. A computation of Weil (see [Weid9]) asserts that the zeroes
B; of this zeta function are m-th roots of Jacobi sums. Under our hypothesis that d € Z,,, note
that the Jacobi sums in question are real numbers. The conclusion follows by an application of the
Baker-Wiistholz theorem (see [BW93]) to log |1 — f3;/¢| in the spirit of [BK10, Theorem 4.1].

Detailed contents

To close this chapter, we review how this manuscript is organized.

The first chapter is a general introduction to selected topics in the arithmetic of elliptic curves over
function fields, with an emphasis on their L-functions, the Birch and Swinnerton-Dyer conjecture and
diophantine inequalities between their invariants. It contains almost no proofs but we give numerous
references. In the last section of this chapter, we define the Brauer-Siegel ratio Bs(E/K) of an elliptic
curve E/K and recall conjectures and known facts about it.

The next two chapters introduce the tools we use to carry out the analytic study of the families
&;: the second chapter will enable us to compute the L-functions of elliptic curves E € &; and we will
use the results of the third chapter to bound their special values.

More precisely, the second chapter centers around character sums. First, we recall classical facts
about characters of finite fields, Gauss sums and Jacobi sums. Then, we explain in detail the con-
struction of the characters “t,” which appear in the L-functions displayed above: these form a natural
family of characters whose orders divide d. We use this framework to prove a “transformation for-
mula” for generating series built-up from character sums: this result is of constant use in the following
computations of L-functions. Furthermore, we introduce Legendre sums and prove analogues of the
Hasse-Davenport lifting relation and of the Riemann hypothesis for those. The proof requires the
computation of the zeta function of certain hyperelliptic curves.

In the third chapter, we take the computation of L-functions for granted and focus on bounding
their special values. The first section quickly recounts how upper bounds on the rank and on special
values are obtained. In the second section, we give a lower bound on products 7* of algebraic numbers
which typically appear in the special values of the L-functions we study. Our hypotheses are gathered
in Section 3.2.1. This lower bound, however, can only be used if one has a good knowledge of the
“p-adic valuations” of the algebraic numbers in the product 7*. Thus, we recall how these “p-adic
valuations” are computed in the case of Jacobi sums. Finally, we prove an equidistribution statement
to the effect that “big” subgroups of (Z/dZ)* become equidistributed on average when d — co.

In Chapters 4 to 8, we study individually the families of elliptic curves introduced earlier (the
family &; is studied in Chapter i + 3). The structure of these chapters is very similar. We start by
computing the basic invariants attached to the elliptic curves F € &;. Secondly, we find an explicit
expression for the L-functions of those: we use the tools set up in Chapter 2. We briefly recall why
all elliptic curves in the five families satisfy the BSD conjecture. For some families, we are further
able to find a quick proof that the rank is unbounded. In the last section of each chapter, we employ
the bounds on special values obtained at Chapter 3 and we finish the proof of the analogue of the
Brauer-Siegel theorem for the family &;.



Table summarizing the studied families

Let Fy be a finite field of characteristic p > 5 and K := Fy(t). In the table below, we record the families of elliptic curves that are studied in this thesis (as well as
that of [HP16, Theorem 7.12]). The first column gives a Weierstrass equation of E/K and the parameter(s) on which it depends. We then give an expression for the
j-invariant j = j(E/K) € F,(t) of E and for the differential (exponential) height H = H(E/K) as functions of the parameter(s). The reader can thus convince himself
that these curves are mutually non-isomorphic over F,(¢). The last column summarizes the result we obtain as regards the Brauer-Siegel ratio.

Weierstrass model o ) ] ) ]
j-invariant Height Brauer-Siegel ratio
and parameter(s)
[HP16] Ey:y?+ay=2a3—td , 1 :
de N, gedd) =1 I = i =y A=d T S e
€ N, ged(d, p) =
Chap. 4 E;:vy? =z(z+1)(z+t? 28(42d _¢d 4 1)3 _ .
i dd : N (d(d )§ 1 | J= (ttzcl(tdt ;;2) H=ql7] L Bs(Ba/K) =1
€ N, ged(d, p) = B
Chap. 5 Hy:y? + 3tlay 4+ y = 2°  333d(gp3d _ 8)3 o lim Bs(H,/K) = 1
d e N*, ged(d,p) =1 T T — d—o0
Chap. 6 Eq:y* + xy + t%y = 23 4 t92? 2d _ 16t 4 1)3 .
ap d: Yy +ry y=c T j= (16tt4d(1(13?§ +1)1) - QL%J+1 dlifgo Bs(Ey/K) =1
d e N*, ged(d,p) =1 - -
Chap. 7 Eq:y? + oy —tly =23 d .
deN*, ged(d,p) =1 —t34(27¢1 — 1) d=ro0
Chap. 8 | Boa:y? +tlay —at®ly = 2% — (a+ V)ta® +at®z | (124 1 8(2a — 1)t 4 16(a® — a + 1))? L] Jim Bs(Byyo.a/K) =1
a?(a — 1)2(t24 + 8(2a — 1)t + 16) — 4 d odd
a€F,~{0,1} and d € N*, ged(d,p) =1 ifa=1/2
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Introduction (en francais)

Le sujet de cette these est ’étude asymptotique d’un invariant associé aux courbes elliptiques sur
les corps globaux : le ratio de Brauer-Siegel. Celui-ci combine trois des plus importants invariants
arithmétiques d’une courbe elliptique : le régulateur de Néron-Tate, I'ordre de son groupe de Tate-
Shafarevich et sa hauteur. Nous démontrons des analogues du théoreme de Brauer-Siegel classique
pour plusieurs familles de courbes elliptiques sur F,(¢). Nous commencons par motiver I'étude du
ratio de Brauer-Siegel et par expliquer quel genre d’analogues sont visés. Le lecteur peut consulter
[HP16, §1] et [Hin07] pour un exposé détaillé de ce probléme dans un cadre plus général.

Motivations

Soit F, un corps fini de caractéristique p et K = F,(C) le corps des fonctions rationnelles sur
une courbe projective lisse et géométriquement irréductible C' définie sur IF,. Par commodité, on fait
I’hypotheése que p > 5. Le lecteur peut supposer sans probleme que K est le corps des fractions
rationnelles F, () a coeflicients dans F,.

Soit F une courbe elliptique définie sur K et donnée par un modeéle de Weierstrass

Y2 + a1zy + azy = 2° + asx® + asx + ag, (1)

de coefficients a; € K. On peut associer & F un certain nombre d’invariants censés quantifier la
« complexité arithmétique » de F : son discriminant minimal, son conducteur, sa hauteur, ... Nous
choisissons ici d’ordonner la famille des courbes elliptiques E/K en fonction de leur hauteur différen-
tielle (exponentielle) H(E/K) : celle-ci est définie par

1

H(E/K) = q12 deg Amin(E/K)’

ot Apin(E/K) est le diviseur discriminant minimal de E/K. Retenons que la hauteur se calcule
facilement & partir d’'un modele de Weierstrass (1) de E/K (par l'algorithme de Tate par exemple,
voir [Tat75]). Notons aussi que H(E/K) dépend exponentiellement des (degrés des) coefficients a; €
K.

Pour une telle courbe elliptique F/K, le théoréeme de Mordell-Weil (démontré par Lang et Néron
dans ce contexte) assure que le groupe E(K) des points K-rationnels sur E est de type fini : on peut
donc I’écrire

E(K> :Z'Pl@Z'P2@"'EBZ'PT@E<K)t0rsa

ot les P; € E(K) sont des points d’ordre infini et le sous-groupe de torsion E(K )iors est fini. L'entier
r est appelé rang de Mordell-Weil de E/K (ou simplement rang). Le théoréeme de Mordell-Weil est
purement qualitatif : il affirme la finitude de r et #FE (K )tors. Mais le principal inconvénient de sa
preuve est qu’elle est de nature ineffective : on ne peut pas en déduire une recette pour calculer r, des
générateurs P; de la partie libre ou des générateurs de E(K )iors, ni non plus une borne sur la taille
de ces objets (en termes de H(E/K) par exemple). Cela dit, disposer d’une version quantitative du
théoreme de Mordell-Weil présente un intérét majeur pour répondre a des questions diophantiennes :
pour « résoudre » complétement I’équation (1) d’inconnues x,y € K, il s’agit d’élucider la structure
de E(K)tors, de calculer le rang r et de trouver une base {Py,..., P.} de la partie libre de F(K).
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L’ordre du sous-groupe de torsion E(K )iors est le plus simple & évaluer. En effet, il y a une grande
variété de méthodes pour le faire : réduction modulo une place de K, une adaptation du théoreme
de Lutz-Nagell, des méthodes modulaires, etc. Dans tous les cas, on dispose de bonnes bornes sur
#E(K )tors. Plus précisément, Poonen a démontré U'existence d’une constante bx (qui ne dépend que
du genre de K) telle que

#E(K)tors < bK-

C’est-a-dire que, lorsque K est fixé, les sous-groupes de torsion des courbes elliptiques définies sur K
forment une liste finie, qui est de plus effectivement calculable (voir [Poo07]; le fait analogue pour
les courbes elliptiques sur les corps de nombres est également connu grace aux travaux de Mazur,
Momose et Merel). Cependant, le rang r et la taille des points d’ordre infini P; restent encore bien
mystérieux.

Il devient nécessaire de spécifier ce que ’on entend par « taille d’un point sur E ». Rappelons a cet
effet que F(K) est munie d’une forme quadratique non dégénérée : la hauteur canonique de Néron-
Tate hnr : E(K) — R. Dans notre contexte, Ay differe de (degzp)/2 par une quantité bornée, ot
xp est la coordonnée en x d'un point P (vue comme une application rationnelle zp : C — P1). Nous
choisissons de normaliser hnyp : E (K) — R de sorte qu’elle soit a valeurs dans Q. Cette construction
nous permet de mesurer la « taille » d’un point : plus sa hauteur est grande, plus le point est compliqué.
De la hauteur hy7, on déduit une application Z-bilinéaire (w9InT + BE(K) x E(K) — R, qui est
également non dégénérée et munit E(K) d’une structure euclidienne. En outre, on peut & présent
définir le régulateur de Néron-Tate de E/K comme étant le covolume du réseau E(K)/E(K )iors dans
E(K) ® R par rapport a la structure euclidienne induite par (-, -) 7 :

Reg(E/K) = det[<Pian>NT]1<i7j <k

o, comme ci-dessus, (P,...,P.) désigne une Z-base de la partie libre de E(K). Ce dernier modélise
la « complexité » de calculer F(K). Un argument classique de géométrie des nombres (le théoréme
d’Hermite, voir [Lan83a, Theorem 4.1]) implique que, pour obtenir des majorations sur h(P;), il suffit
de connaitre une majoration de Reg(E/K) ainsi qu'une minoration de la plus petite hauteur d’un
point d’ordre infini :

Ap/x = min {E(P), P e E(K)~ E(K)m} .

A propos de cette derniére quantité, Lang a conjecturé (cf. [Lan83a, Conjecture 2]) l'existence d’une
constante cx > 0 (ne dépendant que de K) telle que

W(P) > cxc log H(E/K) (2)

pour tout point P € E(K) d’ordre infini. Ainsi, on cherche & présent & majorer le régulateur Reg(E/K).
En des termes vagues, on veut quantifier (en fonction de H(FE/K)) la complexité de calculer des
générateurs du groupe de Mordell-Weil de E/K. En outre, on aimerait savoir a quel point la borne
obtenue est optimale, i.e. on souhaite trouver également une minoration de Reg(E/K).

Ce probléme rappelle une question classique : étant donné un corps de nombres k/Q, peut-on donner
une majoration du régulateur des unités Reg(O; ) = Ry, en termes de son discriminant Ay ? Ou, d’un
point de vue plus « algorithmique », quelle est la complexité du calcul de générateurs du groupe
des unités O;° d’un corps de nombres k? La question diophantienne sous-jacente est de majorer la
hauteur de Weil d’unités fondamentales (i.e. qui engendrent la partie libre de O)) en fonction du
discriminant Ay.

Il s’avére que calculer seulement une « base » de la partie libre du groupe des unités O} n’est pas
beaucoup plus simple que d’expliciter & la fois une telle base et un ensemble de générateurs du groupe
des classes C4(Oy) de k (voir [Len92, §5]). On note hy = #CL(Oy) le nombre de classes de k. En un
certain sens, ceci suggeére que la quantité hy - R a un comportement plus « lisse » (vis-a-vis de Ay)
que la quantité Ry seule. De toute fagon, on a hx > 1 donc toute majoration de hy - Ry se traduit
immédiatement en une majoration de Ry. Mieux encore, si l'on sait a priori que le groupe des classes
est « gros », une majoration de hy - Ry donne un meilleur controle de Ry ! Nous reviendrons sur ces
bornes plus loin.

Les trois graphes ci-dessous illustrent ce phénomeéne : on se restreint au cas des corps quadratiques
k = Q(+v/d), ordonnés par leur discriminant fondamental d € Z. En fonction de |d| < 1000, nous avons
tracé ci-dessous :

(1) le régulateur des unités Ry de Q(v/d) (en bleu),
(2) le nombre de classes hg de Q(v/d) (en rouge),
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(3) et leur produit hy - Ry (en violet).
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Comme on le voit, le comportement de hg- R4 en fonction de |d| est plus « régulier ». Par exemple,
lorsque d < 0 le régulateur est trivial (Rgy = 1) car les seules unités de Q(v/d) sont des racines de
P'unité ; mais hy a Pair de « croitre lentement » avec |d|. Au contraire, lorsque d > 0, le régulateur
semble croitre assez vite, mais le nombre de classes hy reste petit (on conjecture qu'’il y a une infinité
de corps quadratiques réels dont le nombre de classes est 1). Dans les deux cas cependant, le produit
hqRg a lair grand lorsque |d| est grand.

Rappelons que le groupe des classes C¢(Oy) peut étre interprété comme une « obstruction local-
global ». En effet, celui-ci mesure le défaut de factorisation unique dans ’anneau (global) Oy des entiers
de k ; mais tous les anneaux locaux O, de k en ses places finies sont des anneaux factoriels (puisque ce
sont des anneaux de valuation discréte). En ce sens, #C¢(Oj,) recense les classes d’équivalence d’idéaux

qui sont partout localement triviaux, mais non globalement.

Revenons & présent au probléme de borner le régulateur de Néron-Tate Reg(E/K) d’une courbe
elliptique F définie sur un corps de fonctions K. Inspirés par la situation décrite au paragraphe
précédent, on peut penser qu'il serait plus aisé de trouver un encadrement de Reg(E/K) si on le
« couplait » a une mesure de '« obstruction local-global » sur E. Rappelons que le groupe de Tate-
Shafarevich de E/K est défini a I'aide de la cohomologie galoisienne par

II(E/K) = ker (Hl(GK, E(K*?)) - [[H'(G., E(ngp))> .
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A propos de ce groupe, il nous suffira de savoir que III(E/K) classifie les courbes C'/K munies d’une
action de E, qui deviennent isomorphes a E sur K°P mais qui ne le sont pas sur K. Ou encore,
II(E/K) classifie les espaces principaux homogenes sur E qui sont partout localement triviaux, mais
pas globalement triviaux. Ce groupe donne bien une mesure du défaut du « principe local-global » pour
E. On conjecture que III(E/K) est un groupe fini, mais ceci n’a été démontré que pour un nombre
limité de courbes elliptiques. Dans le contexte présent, la finitude du groupe de Tate-Shafarevich est
équivalente & ce que FE vérifie la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer (sur laquelle nous revenons
plus bas).

Nous pouvons maintenant citer une conjecture de Lang [Lan83a, Conjecture 1] selon laquelle il
devrait exister une majoration du produit #1I(E/K) - Reg(E/K) en termes de la hauteur H(E/K).
Par analogie avec la situation d’un corps de nombres, Lang propose :

Conjecture 1 (Lang). Si E est une courbe elliptique sur un corps de fonctions K dont le groupe de
Tate-Shafarevich II(E/K) est fini, alors

Ve >0,3c. >0 t.q #IU(E/K) Reg(E/K) < c.-H(E/K)'"*.

La conjecture originale ne concerne que les courbes elliptiques définies sur QQ, mais sa traduction
a notre contexte est directe. De cette conjecture et de la minoration triviale #II(E/K) > 1, on
déduirait que

Reg(E/K) < c.- H(E/K)'*e. (3)

Toutefois, cette derniére majoration n’est pas totalement satisfaisante : elle donne une borne expo-
nentielle sur Reg(E/K) (et, par conséquent, sur la taille des générateurs de la partie libre de E(K))
en les coefficients d’un modele de Weierstrass de E (i.e. les « données »). En un sens, la majoration
(3) signifie que le calcul du groupe de Mordell-Weil d’une courbe elliptique donnée est un probléme
de complexité au plus exponentielle en les données (conditionnellement & la conjecture de Lang et la
finitude du groupe de Tate-Shafarevich).

Mais, lorsque le rang de E(K) est strictement positif, la majoration (3) est d’ordre tout & fait
différent de la minoration conjecturale (2) de la hauteur, qui impliquerait que

log H(E/K) < Reg(E/K) (4)

si le rang n’est pas trop grand, suggérant ainsi que trouver des générateurs de E(K) est un probléeme
de complexité polynomiale en les données. On peut donc s’interroger sur ’optimalité de la majoration
dans la Conjecture 1 de Lang. Laquelle de la majoration (3) ou de la minoration (4) est la plus proche
de la réalité 7 Autrement dit, calculer F(K) est-il réellement un probléme exponentiellement difficile
en les coefficients de E 7

Le ratio de Brauer-Siegel

Nous nous intéressons donc au probléme de savoir a quel point la majoration
#UL(E/K) - Reg(E/K) <. H(E/K)'** (5)

est optimale : on aimerait savoir quelle puissance « € [0, 1+¢] de la hauteur H(E/K) devrait apparaitre
dans une minoration de la forme

H(E/K)* <« #11I(E/K) - Reg(E/K).
Ceci a conduit Hindry et Pacheco [HP16] & introduire le ratio de Brauer-Siegel : pour toute courbe
elliptique F/K dont le groupe de Tate-Shafarevich est fini, celui-ci est défini par
log (#I_H(E/K) . Reg(E/K))
Bs(E/K) =
s(B/K) log H(E/K)

Il convient de remarquer que cette définition a un sens, plus généralement, pour une variété abélienne
de dimension quelconque sur un corps de fonctions (voir [HP16, §1]), voire méme pour une variété
abélienne sur un corps de nombres (voir [Hin07]). A l'aide de ce nouvel invariant, la Conjecture 1 se
reformule comme suit :

Conjecture 2 (Hindry). Soit K un corps de fonctions. Lorsque E parcourt la famille de toutes les
courbes elliptiques définies sur K, ordonnée par hauteur, alors

Ba(B/K) < 1+ o(1),
lorsque H(E/K) — oo.
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Tachons & présent de trouver des minorations convenables du ratio de Brauer-Siegel Bs(FE/K),
i.e. de quantifier 'optimalité de la majoration (5). Une minoration « triviale » de celui-ci implique
déja Vexistence d’une petite constante yx > 0 (ne dépendant que de K) telle que

—vk +0(1) < Bs(E/K) (lorsque H(E/K) — o0)

pour toutes les courbes elliptiques E sur K (pour lesquelles ITI(E/K) est fini). Un argument plus fin
permet méme de montrer que yx = 0 convient (voir [HP16, Proposition 7.6]).

Si réellement les groupes de Mordell-Weil des courbes elliptiques sont « exponentiellement difficiles
a calculer », il devrait y avoir une constante ax > 0 minimale telle que

0<akx+o(l) <Bs(E/K) (lorsque H(E/K) — o0)

pour toute courbe elliptique E définie sur un corps de fonctions K fixé. Plusieurs heuristiques, sur
lesquelles nous reviendrons, suggerent au contraire qu'un tel ax ne saurait étre strictement positif :

Conjecture 3 (Hindry). Soit K un corps de fonctions. Lorsque E parcourt la famille de toutes les
courbes elliptiques définies sur K, ordonnée par hauteur, alors

0 = liminf Bs(E/K).

A T'heure actuelle, il n’y a que 6 familles & de courbes elliptiques E définies sur K = F,(t) pour
lesquelles on sait (inconditionnellement) démontrer que le ratio de Brauer-Siegel a une limite lorsque
H(E/K) — oo : dans chacun de ces cas, on a

lim Bs(E/K) = 1.

Ee&
H(E/K)—o0

Voir [HP16, Theorem 7.12] et nos Théorémes 4.4.1, 5.4.1, 6.4.1, 7.4.4 et 8.4.2.

Afin d’expliquer les méthodes qui permettent d’encadrer le ratio de Brauer-Siegel des courbes el-
liptiques, il nous semble pertinent de revenir sur le cas des corps de nombres. En effet, la Conjecture
1 de Lang est motivée par le fait que le produit #I1I(E/K) - Reg(E/K) pour les courbes elliptiques
(ordonnées par leur hauteur) devrait se comporter « comme » le produit #C¢(Oy) - Reg(O;) pour les
corps de nombres (ordonnés par leur discriminant), voir [Lan83a, §1]. Il est donc naturel de penser
pouvoir encadrer #II(E/K) - Reg(E/K) « comme » on encadrerait #Cl(Oy) - Reg(O}).

Soit k/Q un corps de nombres de degré n = [k : Q]. A nouveau, nous notons Ay la valeur absolue
de son discriminant (sur Q). Soit hj le nombre de classes de k et Ry le régulateur des unités de k.
Nous cherchons ici un encadrement de hy - R en termes de Ag. Pour un tel corps de nombres k,
définissons son ratio de Brauer-Siegel par

log (hk . Rk)
log VAL

Avec cette notation, nous citons le théoréme de Brauer-Siegel « classique » :

Bs(k/Q) =

Théoréme 4 (Brauer-Siegel). Lorsque k parcourt une famille infinie £ de corps de nombres dont le
degré n est fizé et avec Ay, — 00, on a

Jim Bs(k/Q) = 1.

Ap—~+o0

La forme compacte ci-dessous (sans référence & Bs(k/Q)) est peut-étre plus usuelle :

log(hy - Ri) ~ log /Ay (a [k: Q)] fixé, Ay — +00).

En outre, on peut reformuler le Théoreme 4 sous la forme d’une combinaison de deux inégalités sur
hi - Ry en fonction de Ay, :

Ve >0, AP < by Ry < AP

Le théoréme de Brauer-Siegel a été démontré par Siegel pour les corps quadratiques (voir [Sie35])
et par Brauer dans le cas général (voir [Bra47]). Sans rentrer dans trop de détails, rappelons comment
la preuve du Théoreme 4 s’articule. Celle-ci est de nature analytique et est généralement séparée en
trois étapes (par ordre croissant de difficulté) :
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Etape 1.

Etape 2.

Etape 3.

On associe & k sa fonction zeta de Dedekind (i (s) : c’est une série de Dirichlet, a priori
convergente sur le demi-plan Re(s) > 1, qui admet un prolongement méromorphe au plan
complexe C. La fonction ainsi prolongée a un péle simple en s = 1 et le résidu de (i (s) en
celui-ci s’écrit en termes d’invariants arithmétiques de k. Plus précisément, on a la formule
des classes de Dirichlet :

. hy - Ry, 1
=1 -1 = LT (D)2 . ,
pi = lim(s = é(s) = == 27 @M - =

ol #puy désigne le nombre de racines de l'unité dans k et 71 (resp. r2) est le nombre de
plongements réels (resp. complexes) de k. Lorsque le degré n de k est fixé, il est facile de
montrer que le terme % apparaissant dans cette formule est borné. On peut alors

écrire :

(6)

log pi;
10g vV Ak

Pour démontrer le Théoreme 4, il s’agit a présent d’encadrer le résidu p; en fonction de
Ay. Plus spécifiquement, il faut voir que

Bs(k/Q) =1+ +o(1) (lorsque Ay — 00).

Ve > 0, ALS <. pr < A (7)

Etudier la taille de pj (en fonction de Ay) est équivalent & étudier le comportement de
Ck(s) au voisinage de son pdle s = 1 car

Cr(s) ~ (s = 1).

s—1
En fait, il suffit méme d’étudier x — (x(x) lorsque = # 1 est un réel proche de 1. La
présence (ou labsence) de zéros de (;(z) voisins de # = 1 a une grande influence sur la
taille de pg. Comme x — (i (x) ne s’annule pas sur |1, +oo[, la majoration de py dans (7)

s’obtient facilement. On peut méme montrer une version explicite et effective de celle-ci
(voir [Sie69)]) :

n—1
pr < 4 (nil) ’ (IOg Ak)nil Ln,e Ai

La derniére étape est la plus délicate : pour prouver la minoration de py dans (7), il faut
étudier le comportement de (x(z) lorsque x < 1 (c’est-a-dire lorsque x est dans la bande
critique de (x(s)). Comme on I’a mentionné, si (;(s) a un zéro proche de 1, le résidu tend
a étre plus petit. Si on suppose 'Hypothese de Riemann Généralisée (ci-apres abrégée en
GRH) pour (x(s), alors (x(s) n’a aucun zéro dans l'intervalle |1/2,1[ et 'on obtient une
bonne minoration de son résidu py. Ci-dessous, nous avons schématisé la situation : dans
un premier temps, représentons la bande critique de (;(s) dans le plan complexe (la bande
hachurée) ainsi que la zone ou les zéros de (i (s) sont répartis (en vert). Le point rouge en
s =1 symbolise le pdle de (i(s).

C

critical strip critical strip

C

— ¢ —4

0 1/2 0 1/2

—

Zéros de (i () en supposant GRH. Zéros de (i (z) sans supposer GRH.

Tragons maintenant Pallure d’une partie du graphe de x +— (i (z) pour x € R au voisinage
de z = 1.
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A : A

I
\ k()
I
i
!

—e : o—— —e

0 12 1 x 0

i
i
i
I

Comportement de (i (x) sous GRH. Comportement de (i (z) sans GRH.

— Sur la figure de gauche, on suppose GRH : tous les zéros de ( sont sur la droite critique
Re(s) = 1/2 (la droite verte au centre de la bande critique). Lorsque x tend vers 17,
Ck(z) tend « doucement » vers —oo de sorte que son résidu px ne peut pas étre « trop
petit ».

— Sur la figure de droite maintenant, on ne suppose plus GRH. La zone verte représente les
endroits ot peuvent se trouver les zéros de (; (le complémentaire de la zone verte dans
la bande critique est une « zone sans zéros »). Comme on le voit, si (i a effectivement
un zéro proche de 1 (les points verts), le graphe de (i sur |1/2, 1] est bien plus « pentu »
(et plus le zéro est proche de 1, plus la pente est importante). Ceci peut s’interpréter
comme un signe que (x a un « petit » résidu.

Le point-clé de la preuve du Théoreme 4 est alors de contourner 'usage de GRH en auto-

risant un des corps de nombres k dans la famille 2 a avoir un « petit » résidu py et en

vérifiant que tous les autres k' € # ont un résidu pys aussi « gros » que nécessaire, c’est-a-
dire pr >, A,°. Le principal inconvénient de cette approche est I’absence de contréle sur

Péventuel « contre-exemple » k : la minoration de py dans (7) est donc ineffective. Cepen-

dant, mentionnons que Stark a décrit les cas dans lesquels la minoration peut étre rendue

effective (cf. [Sta74]).

Cette equisse de preuve est assez sommaire : le lecteur pourra consulter [Lan94, Chapter XVI] et
[Hin10, Lecture 5] pour un argument plus détaillé. Remarquons, en lien avec le probléme qui nous
intéresse, le fait suivant : & Paide de 1’équation fonctionnelle de (i (s), il est possible de voir que ((s)
s’annule en s = 0 avec multiplicité r = r; +rp — 1 = rang(O}) et que le premier coefficient non nul
dans le développement de Taylor de (x(s) en s = 0 est donné par

Wi e  hg - Ry
¢7(0) := lim 7" - i (s) = T
Tenter de borner |(*(0)| en fonction de Ay pourrait donc étre intéressant pour 1’étude de Bs(k/Q),
mais nous ne connaissons aucune preuve du Théoréme 4 qui utilise ce fait (bien que la preuve de la
majoration du théoreme de Brauer-Siegel semble faisable).

Signalons que le Théoréme 4 a été généralisé dans de multiples directions. Notamment par Tsfasman
et V1&dut [TV02] qui ont analysé en détail ce qui arrive lorsque I'on enléve (ou que lon affaiblit) la
condition que le degré des corps k € J est fixé. En imposant divers ensembles d’hypotheses sur une
famille J#" de corps de nombres k, ils ont montré que la limite

Jim Bs(k/Q)

Ap—00

existe encore, mais qu’elle peut étre différente de 1! De plus, ils donnent une expression explicite
de cette limite en termes d’invariants arithmétiques de la famille . Nous renvoyons a leur article
pour 'étude détaillée de ces questions (voir également [Zyk05]). Notons aussi que des analogues du
théoréme de Brauer-Siegel existent pour des familles de corps de fonctions K sur Fy (un corps fini
fixé), sous des hypothéses diverses (voir en particulier [GL78], [Warl2] et [Zyk15]).

Pour clore ce paragraphe, mentionnons que Tsimerman a démontré un analogue du Théoreme 4
pour les tores algébriques définis sur Q dont la dimension est fixée et dont le conducteur croit (voir
[Tsil2, Theorem 1.3]). La « formule des classes » correspondante avait précédemment été exprimée
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par Shyr [Shy77] et la partie analytique de la preuve est tres proche de celle du cas classique (voir
[Tsil2, Lemma 4.1]). Le théoréme de Tsimerman est important pour I’étude des points spéciaux sur
les variétés de Shimura, ou il est utilisé pour produire des minorations d’orbites galoisiennes (a ce
sujet, voir [UY15]). Retenons seulement que certains groupes algébriques de dimension fixée vérifient
un analogue (correctement formulé) du théoréme de Brauer-Siegel.

Maintenant que 'on a détaillé comment se déroule I’étude du ratio de Brauer-Siegel des corps de
nombres, nous revenons a la situation des courbes elliptiques sur les corps de fonctions. Une idée de
départ naturelle est d’essayer d’imiter la preuve du théoreme de Brauer-Siegel pour 'adapter a notre
probléme. Avant de s’y lancer, nous introduisons ’outil analytique nécessaire, a savoir la fonction L.
Fixons une courbe elliptique E définie sur un corps de fonctions K. Pour toute place v de K (dont
on note d, le degré), on peut réduire « modulo v » une équation de E : on obtient alors une courbe
cubique plane E,,, définie sur le corps résiduel F,, de K en v. Comme F, est fini (c’est une extension
finie de F,), on peut compter le nombre de points F,-rationnels sur E, : écrivons le résultat sous la
forme

#E,(F,) = #F, +1—a,(E) = ¢% + 1 — a,(E),

ol a,(E) est un entier. Si la courbe E, est lisse, alors |a,(E)| < 2¢%/? par le théoréme de Hasse;
si F, est singuliére, alors a,(E) € {0,—1,1}. On combine alors ces « comptages locaux de points »
(pour toute place v) en une série génératrice définie par un produit eulérien : soit

LE/K,T) =[] (1 - au(E) - T% + ¢*12%) " [ (1 - au(B) -T) ", (8)
vgB veEB

ou B désigne ’ensemble des places de K ou E a mauvaise réduction (i.e. les places v pour lesquelles la
courbe E, est singuliere). D’apres sa définition, on voit que L(E/K,T) € Z[[T]] est une série formelle
a coefficients entiers : on I'appelle la fonction L de E/K. Des théorémes profonds de Grothendieck et
Deligne montrent qu’en fait, L(E/K,T) est une fraction rationnelle en T' (et méme un polynéme en
T si E/K n’est pas constante), dont le degré est donné explicitement en termes du conducteur de F
et qui satisfait & une équation fonctionnelle pour 7+ (¢?7T)~*.

La fonction s — L(E/K, s) donnée par L(E/K,s) = L(E/K, q*) est parfois aussi appelée « fonc-
tion L de E ». Les résultats sus-cités se réécrivent comme suit pour L(E/K,s) : la série de Dirichlet
obtenue en remplagant T' par ¢~° dans (8), a priori convergente sur le demi-plan Re(s) > 3/2, peut
étre prolongée en une fonction méromorphe sur le plan complexe (voire méme holomorphe si E/K
n’est pas constante) et satisfait & une équation fonctionnelle pour s +— 2 — s.

Un autre théoreme de Deligne, d’importance majeure, assure que 'analogue de I'’hypothese de
Riemann est vraie pour L(E/K, s) : les zéros (dans C) de s — L(E/K, s) sont de partie réelle Re(s) =
1. Revenant a la version T' — L(E/K,T) de la fonction L, ceci se traduit par le fait que les inverses
des zéros de L(E/K,T) sont des entiers algébriques de module g dans tout plongement complexe. Un
des avantages de travailler avec les courbes elliptiques sur les corps de fonctions est que la plupart
de ces faits (prolongement analytique, équation fonctionnelle et hypothése de Riemann) sont encore
largement conjecturaux pour les courbes elliptiques sur les corps de nombres.

La premiére étape de la preuve du théoréme de Brauer-Siegel classique est de relier Bs(k/Q) au
résidu de la fonction (;(s) en s = 1 via la formule du nombre de classes. Dans le contexte des courbes
elliptiques sur les corps de fonctions, le lien analogue entre Bs(E/K) et la fonction L est donné
par la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer (dorénavant abrégée en BSD), que nous présentons
maintenant. Comme on ’a dit, la fonction £(E/K,s) admet un prolongement méromorphe & C :
on peut donc étudier son comportement au voisinage de s = 1 (qui est le centre de symétrie pour
I’équation fonctionnelle) et définir deux quantités supplémentaires. Premieérement, le rang analytique
de E/K, noté rq,(F/K), est Pordre d’annulation de L(E/K,s) en s = 1 ou, de fagon équivalente, la
multiplicité de T'= ¢~! comme racine de la fraction rationnelle L(E/K,T), i.e.

Tan(E/K) :=ordse—1 L(E/K,s) = ordp_,—1 L(E/K,T).

Deuxiemement, on introduit la valeur spéciale de la fonction L en s = 1 : celle-ci est couramment
définie comme étant le premier coefficient non nul dans le développement de Taylor de L(F /K, s) en
s=1:

L(E/K,s) = (valeur spéciale) - (s — 1)7an(B/K) 4 o((s — l)T“”(E/K)) (lorsque s — 1).

Nous préférons travailler avec une version légerement différente de la valeur spéciale, définie comme
suit : la fraction rationnelle L(E/K, T) est a coefficients entiers et s’annule en T' = ¢! avec multiplicité
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Tan(E/K), on pose alors L*(E/K,T) = L(E/K,T)/(1 — qT)"«(E/K) et 'on définit la valeur spéciale
de L(E/K,T) par :

L(E/K,T)
(1 _ qT)ran(E/K) - .

L*(E/K,1):= L*(E/K,q" ') =

Comme (1 —¢'7%) ~logq- (s —1) quand s — 1, il est facile de constater que L*(E/K, 1) differe de la
valeur spéciale « usuelle » par un facteur (log q) " (E/K)  Avec notre normalisation, la valeur spéciale
L*(E/K,1) a 'avantage d’étre un nombre rationnel non nul.

Birch et Swinnerton-Dyer (et Tate, dans ce contexte) ont conjecturé que rq,(E/K) et L*(E/K,1)
ont une interprétation arithmétique frappante :

Conjecture 5 (Birch - Swinnerton-Dyer). Soit E une courbe elliptique définie sur un corps de fonc-
tions K =F,(C), on notera gc le genre de C. Alors, le rang analytique rq,(E/K) et le rang du groupe
de Mordell-Weil E(K) coincident :

Tan(E/K) = ordr—,—1 L(E/K,T) = rank E(K),
et la valeur spéciale L*(E /K, 1) s’écrit :

E/K) -Reg(E/K)

qlfgC

L*(E/K,1) = #II( HE/K) (9)

(#E(K)tors)
ot Tam(E/K) est le nombre de Tamagawa de E/K.

-Tam(E/K) -

La premieére assertion est parfois appelée « conjecture de BSD faible » et la seconde « conjecture de
BSD forte ». Notons que, dans (9), on suppose implicitement la finitude du groupe de Tate-Shafarevich.
Pour les courbes elliptiques sur les corps de fonctions (contrairement au cas des courbes elliptiques sur
les corps de nombres par exemple), cette conjecture est « presque un théoréme ». Tout d’abord, les
travaux de Kato et Trihan [KTO03] (complétant des résultats antérieurs de Tate [Tat66], Milne [Mil75]
et d’autres) montrent que la conjecture « compléte » de BSD pour une courbe E/K est équivalente a la
conjecture « faible », elle-méme équivalente a la finitude du groupe de Tate-Shafarevich III(E/K) (ou
méme & la finitude d’une des composantes ¢-primaires III(E/K)[¢*°]). En outre, la Conjecture 5 est
complétement démontrée dans beaucoup de cas. Par exemple, Milne [Mil68] a prouvé que les courbes
elliptiques isotriviales vérifient la Conjecture 5. Notons également que la conjecture de BSD a, dans le
présent contexte, un pendant « géométrique » : pour une courbe elliptique E définie sur K = F,(C),
on note 7 : £ — C son modele régulier minimal; la conjecture de BSD pour E/K est équivalente
a la conjecture de Tate pour la surface £/F,. Cette derniére conjecture est connue pour beaucoup
de surfaces (voir entre autres [Gor79], [Mil75], [Shi86], [SK79], ...) et peut étre utilisée pour produire
de nombreuses courbes elliptiques satisfaisant la conjecture de BSD. Certaines d’entre elles sont non
isotriviales.

Le lecteur peut a présent comparer la formule du nombre de classes de Dirichlet (6) pour un corps
de nombres et la formule conjecturale de BSD (9) pour les courbes elliptiques : toutes deux expriment
un coefficient de Taylor en s = 1 d’une série de Dirichlet en termes d’invariants arithmétiques et
elles sont, au moins dans leur structure formelle, tres similaires. Mettons en place un « dictionnaire »
partiel pour clarifier ’analogie entre les deux situations :

Corps de nombres k/Q Courbes elliptiques E/K
degré [k: Q] d=1 dimension
discriminant Ay H(E/K) hauteur
fonction zeta  (x(s) L(E/K,s) fonction L
nombre de classes  hy = #CL(Oy) II(E/K) ordre du groupe de Tate-Shafarevich
régulateur des unités Ry = Reg(O)) Reg(E/K) régulateur de Néron-Tate
# de racines de I'unité  #pup = #(O0; Viors | #E(K)tors # de points de torsion
« période » 2" (2m)"2 Tam(E/K) nombre de Tamagawa.

Revenons a présent a 'idée émise plus haut d’imiter la preuve en trois étapes du théoreme de
Brauer-Siegel classique (Théoréme 4) pour obtenir un encadrement du ratio de Brauer-Siegel d’une
courbe elliptique. Soit F une courbe elliptique définie sur un corps de fonctions K, supposons que
E vérifie la conjecture de BSD (comme on I'a remarqué, supposer que BSD est vraie est équivalent
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a supposer la finitude du groupe de Tate-Shafarevich). Utilisons la formule (9) de BSD exprimant
la valeur spéciale L*(E/K,1) de la fonction L de E pour mener & bien '« Etape 1. » de notre
programme (la numérotation fait référence a notre esquisse de la preuve du Théoréme 4) : il s’agit de
relier la taille de Bs(E/K) a celle de L*(E/K, 1).

Pour ce faire, nous devons nous assurer que les deux termes « parasites » #E (K )iors €t Tam(FE/K)
dans (9) ne sont pas significatifs asymptotiquement et que 'on peut sans encombres les négliger ; de
la méme fagon que dans le cas d’un corps de nombres k, il a fallu vérifier que #py et 2™ (27)" sont
négligeables devant Aj. Au tout début de cette introduction, on a déja relevé I’existence d’une borne
uniforme pour #FE (K )iors (lorsque K est fixé) :

1< #E(K)tors < bK

Notons qu’une majoration plus faible (de la forme #FE (K )iors < H(E/K)®, pour tout € > 0) nous
serait suffisante. Le nombre de Tamagawa Tam(E/K) peut également étre majoré en termes de la
hauteur : précisément, on peut démontrer que

Ve>0, 1<Tam(E/K)<.H(E/K),

ou la constante implicite est effective. Pour les courbes elliptiques sur les corps de fonctions, la preuve
n’est pas trés difficile (voir notre Théoréme 1.5.4) mais I’extension de celle-ci & des variétés abéliennes
de dimension plus grande est nettement plus subtile (voir [HP16, Theorem 6.5]). Une fois que ces deux
termes sont contrélés, on a 'inégalité ci-dessous, valide pour toutes les courbes elliptiques E vérifiant
la conjecture de BSD définies sur un corps de fonctions fixé K :

log |L*(E/K,1)|

Bs(E/K) =1+ log H(E/K)

+0o(1) (H(E/K) — 00).

Par conséquent, pour encadrer Bs(F/K), il s’agit d’estimer la taille de la valeur spéciale en fonction
de la hauteur. Gardant a ’esprit I’analogie avec les corps de nombres, nous entreprenons d’étudier
le comportement de la fonction L de E/K au voisinage de s = 1 : ceci constituera les analogues des
« Etape 2. » et « Etape 3. » de la preuve du théoréeme de Brauer-Siegel classique.

En premier lieu, nous expliquons comment obtenir des majorations de la valeur spéciale L*(E/K, 1)
en termes de la hauteur (achevant ainsi '« Etape 2. »). Soit E une courbe elliptique sur un corps
de fonctions K ; on suppose, pour simplifier, que E n’est pas constante. Souvenons-nous qu’alors
L(E/K,T), la fonction L de E, est un polynéme a coefficients entiers en 7" dont le degré by, est
borné par cx - log H(E/K) (ou ¢k est une petite constante explicite) et dont les inverses des zéros
sont de valeur absolue ¢q. Il suit de cette observation une premiere majoration de la valeur spéciale
(dite « triviale ») :

log |L*(E/K,1)| < bg/x <log H(E/K), (10)

ou les constantes implicites sont effectives et dépendent seulement de K. Une estimation plus fine
de L(E/K,s), utilisant des techniques standards d’analyse complexe (voir [HP16, Theorem 7.5]),
conduit a

loglogbg,/x

log |[L*(E/K,1)| < bg/k - log b5/

=o(bg/K) = o(log H(E/K)). (11)
Si notre courbe elliptique E/K satisfait & la conjecture de BSD, cette majoration améliorée donne que
Bs(E/K) <1+ 0(1) (H(E/K) — o0).

Ce qui termine '« Etape 2. » de la preuve d’un analogue du théoréme de Brauer-Siegel.

Il ne nous reste a présent qu’a trouver une minoration de la valeur spéciale L*(E/K, 1). Ce probléeme
est nettement plus compliqué que ce qui précede et essentiellement, encore largement ouvert. Il y a
plusieurs raisons pour lesquelles 'adaptation de 1'« Etape 3. » des corps de nombres aux courbes
elliptiques ne se déroule pas aussi bien que ’on pourrait le prévoir. Une de ces raisons est la différence,
d’un point de vue analytique, entre la fonction L(E /K, s) associée & une courbe elliptique et la fonction
Ck(s) d’un corps de nombres k. Toutes deux sont étudiées au voisinage de s = 1 mais :

— D’abord, (x(s) a un podle simple en s = 1, alors que L(E/K,s) a vraisemblablement un zéro
de grande multiplicité en s = 1. Nous mentionnons ici, qu’il y a des exemples explicites de
courbes elliptiques sur Fy(t) de rang arbitrairement grand et qui satisfont a la conjecture de
BSD, voir [TS67] et [Ulm02]. Tl est classique, en analyse complexe, que le comportement d’une
fonction méromorphe autour de I'un de ses poles donne des informations fortes sur la taille de
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son résidu en ce pole. Au contraire, le comportement d’une fonction méromorphe autour de I'un
de ses zéros, surtout si celui-ci est d’ordre élevé, ne donne quasiment aucune minoration de ses
coeflicients de Taylor en ce point.

— Ensuite, dans le cas des corps de nombres, on a vu que supposer I’hypothése de Riemann pour
Ck(s) repousse les zéros de (i(s) « loin » de son pdle en s = 1; on en tire une trés bonne
minoration du résidu de (i(s) en s = 1 (sous GRH). Lorsque 'on revient aux fonctions L des
courbes elliptiques sur les corps de fonctions, la bande critique est cette fois 1/2 < Re(s) < 3/2
et 'hypothése de Riemann a été démontrée par Deligne : tous les zéros de L(E/K,s) sont de
partie réelle Re(s) = 1 (et sont distribués symétriquement par rapport a l’axe réel). Or, nous
souhaitons précisément étudier L(F/K, s) autour de s = 1, en plein milieu de la bande critique!
Il y a donc des zéros de L(E/K,s) qui sont proches de 1! Le lecteur peut comparer les deux
figures ci-dessous : & nouveau, les points verts symbolisent les positions possibles de zéros de
Ck(s) ou L(E/K,s) dans la bande critique et la bulle bleue centrée en s = 1 représente une
« région sans zéros ».

! critical strip ¢ (C ! critical strip :
i i Nkt
| o | . ) 1
N Nl
. : i !
0‘3 1/2, N\ 0 1/21 1: 13/2
] N ! : 1
; P ! i 1 '
: : : Ml
NI N\
Zéros de G (s) (sous GRH). Zéros de L(E/K, s) (sous GRH).

La bulle bleue de (j(s) est presque indépendante de k ; mais lorsque la hauteur de E/K croit, la
bulle de L(E/K, s) devient de plus en plus petite. Sans compter la possibilité qu'un « paquet » de
zéros « s’accumule » en bordure de la bulle bleue. Ce phénomene est I’'obstacle majeur a trouver
des minorations non triviales de L*(E/K,1). La présence potentielle de petits zéros peut étre
considérée comme un premier indice vague que le ratio de Brauer-Siegel des courbes elliptiques
ne peut pas toujours étre « gros » (i.e. il pourrait étre beaucoup plus petit que 1).

Avant de passer en revue les résultats connus concernant le ratio de Brauer-Siegel, nous mentionnons
une situation étroitement liée a la précédente (on pourrait parler du « cas vertical »). Spécifiquement,
on fixe une courbe elliptique F définie sur un corps de fonctions K et on considére une tour de corps
de fonctions Ky C K1 C Ky C --- C K; C ... (correspondant & une suite de revétements de courbes
Cop+ Cp + Cy 4+ -+ C; + ...). On pourrait s’intéresser & encadrer la « croissance » des groupes
de Mordell-Weil successifs :

E(Ky) C B(Ky) C B(Ky) - CE(K)C...  (i— o0).

Dans cette optique, lorsque F est une courbe elliptique constante sur K, Kunyavskii et Tsfasman ont
démontré (voir [KT08, Theorem 2.1]) :

Théoréme 6 (Kunyavskii - Tsfasman). Soit {K;}icn une tour de corps de fonctions : K; =TF,(C;) est
le corps des fonctions d’une courbe C; et le genre g(C;) tend vers +o0o (lorsque i — o). Soit Ey une
courbe elliptique constante définie sur Koy =F,(Co). Pour tout i € N, on désigne par E; = Ey X g, K;
le changement de base de Ey a K;. Alors

. log (#UI(E;/K;) - Reg(Ei/K;)) - #Eo(Fpm)
zlggo logp - g(C) =1 Z fm - logy <pmp> ’

m=1

0U By = im0 #Ci(Fpm)/g(Cy) (quitte & extraire une sous-tour de {K;}ien, on peut toujours sup-
poser que ces limites existent).

Malheureusement, il semble y avoir un probléme dans leur preuve (voir [KT10]). Noter que la
quantité log (#11L(E;/K;) - Reg(E;/K;))/(logp - g(C;)) dont il s’agit de trouver la limite est trés liée
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au ratio de Brauer-Siegel Bs(E;/K;) : dans le cas ou le corps de fonctions K; a un genre g(C;) — oo, la
principale contribution & log H(E;/K;) est log p-g(C;). Nous n’irons pas plus loin dans cette direction,
mais mentionnons que I’on s’attend & ce que le comportement de Bs(E;/K;) soit radicalement différent
du comportement de Bs(E/K) lorsque K est fixé et que E varie. La lectrice peut consulter I'article
de Zykin [Zyk15] présentant un cadre unifié, qui pourrait étre utilisé pour étudier les conjectures
« horizontales » et « verticales » sur un pied d’égalité.

Résultats et questions antérieurs

L’introduction du ratio de Brauer-Siegel pour les courbes elliptiques est relativement récente (voir
[HP16]). Cependant, il y a déja quelques résultats importants & son propos, que nous allons maintenant
expliquer. Noter que les résultats de [HP16] sont énoncés, dans une plus grande généralité, pour les
variétés abéliennes de dimension quelconque : nous ne les énoncerons que pour les courbes elliptiques.
Soit K = F,(C) un corps de fonctions sur un corps fini F,. Nous noterons ¥/, la famille de toutes les
courbes elliptiques définies sur K (ordonnée par la hauteur). Comme on l’a expliqué ci-avant, Hindry
a conjecturé que

0+o0(1) < Bs(E/K) <1+0(l)  (E€ &, HE/K)— o)

pour toutes les courbes elliptiques dont le groupe de Tate-Shafarevich est fini (Conjecture 2). Cette
conjecture est & présent démontrée (comme un cas particulier de [HP16, Corollary 1.13]) :

Théoréme 7 (Hindry-Pacheco). Fizons un corps de fonctions K = Fy(C). Soit 60, la famille de
toutes les courbes elliptiques sur K. On suppose que II(E/K) est fini pour toute E € &0 k. Alors

0 < liminf Bs(E/K) < limsup Bs(E/K) < 1. (12)
Ecéll)k Ecéll )k

Nous remarquons & nouveau que ’hypothése de finitude du groupe de Tate-Shafarevich IITI(F/K)
équivaut & supposer que E/K satisfait & la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer (voir [KT03]). La
majoration dans (12) est démontrée par des méthodes analytiques selon les grandes lignes que l'on a
esquissées dans la section précédente : elle suit d’'une majoration de la valeur spéciale L*(E/K,1) de
la fonction L associée & E/K (voir [HP16, Theorem 7.5]). La preuve de la minoration dans (12) est
plus délicate :

— En employant les méthodes analytiques, on n’obtient qu’une minoration « faible ». Dans le cas

des courbes elliptiques, Hindry et Pacheco (voir [HP16, Lemma 7.1]) montrent que, si le groupe
de Tate-Shafarevich est fini, on a

—5< liminf Bs(E/K).
BESl
H(E/K)— o0

— Un habile argument diophantien permet en fait de démontrer une minoration de Reg(E/K)
(voir [HP16, Proposition 7.6]) qui implique que
0< liminf Bs(E/K).

Eeéil,
H(E/K)—o0

Sous cette derniére forme, la minoration est conditionnelle & la finitude de HI(E/K) (car la
définition de Bs(F/K) lest), mais il s’agit bien d’une minoration inconditionnelle de Reg(E/K)
en termes de la hauteur H(E/K).
En d’autres termes, le Théoréme 7 démontre la Conjecture 2 (conditionnellement & la finitude des
groupes de Tate-Shafarevich). En outre, Hindry et Pacheco explicitent un exemple inconditionnel pour
lequel la majoration dans (12) est atteinte (voir [HP16, Theorem 7.12]).

Théoréme 8 (Hindry-Pacheco). Soit F, un corps fini de caractéristique p > 5 et K = F,(t). Pour
tout entier d > 2 premier a p, soit Eq4 la courbe elliptique définie sur K donnée en coordonnées affines
par

Eq: Y24+ XY = X3 ¢4,

Le groupe de Tate-Shafarevich UI(E4/K) est fini (donc Eq/K satisfait la conjecture de Birch et
Swinnerton-Dyer). De plus, lorsque d — oo, le ratio de Brauer-Siegel Bs(Eq/K) a une limite et
lim Bs(Ey/K) = 1.

pged(d,q)=1
d— oo
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C’est-a-dire que l'on a

log (#ILI(E/K) - Reg(Ea/K)) ~log H(Eq4/K) ~ logq -

[N

(d = o0).

Les courbes E4/K ont été amplement étudiées par Ulmer (dans [Ulm02]) qui a démontré qu’elles
satisfont & la conjecture de BSD (voir [Ulm02, Proposition 6.4]) et que le rang de E4(K) peut étre
arbitrairement grand lorsque d — oo ([Ulm02, Theorem 1.5]). Avec cet exemple, on peut reformuler
le Théoréme 7 lorsque K = F,(t) sous la forme :

0 < liminf Bs(E/K) < limsup Bs(E/K) =1,
BE&l) Bestl )i

ou &¥l ;i désigne encore la famille de toutes les courbes elliptiques sur K.

Constatons que le Théoréme 7 ne donne pas pour autant une réponse définitive quant a la Conjec-
ture 3 : on ne déduit pas de (12) que le ratio de Brauer-Siegel peut effectivement étre petit (i.e. proche
de 0). On pourrait étre tenté de prédire que les courbes elliptiques sur un corps de fonctions vérifient
un analogue complet du théoréme de Brauer-Siegel classique (Théoréme 4) ; ce que 'on pourrait écrire

. _ )
Eelé“%/K Bs(E/K) =1, (7
H(E/K)—oo

i.e. la « liminf » et la « limsup » dans (12) coincident. A I'heure actuelle, il est loin d’étre clair que
I’on peut s’attendre a ce que cette égalité soit vraie en général ou si, au contraire, la Conjecture 3 est
vraie. Toutefois, plusieurs heuristiques ont été récemment avancées qui suggerent que la Conjecture 3
est plus proche de la vérité (comparer [Hin07, Conjecture 5.5] et [HP16, §7.5, §7.6]). En particulier,
Hindry et Pacheco prédisent que le comportement du ratio de Brauer-Siegel dans les familles de tordues
quadratiques d’une courbe elliptique donnée est différent du comportement « générique ». Résumons
celles-ci dans le cas plus concret ot K = F,(t). Soit E/K une courbe elliptique.

1. Comme on I’a déja mentionné, la présence de zéros de la fonction L(E/K,s) proches de s =1 a

une influence sur la taille de la valeur spéciale L*(E/K, 1) et donc sur la taille de Bs(E/K) (ce
point est discuté en détail dans [HP16, §7.3]). En des termes vagues, si L(E/K,s) a un zéro treés
proche de 1 (ou si L(E/K,s) a un paquet de zéros proches de 1) alors on peut s’attendre & ce
que L*(E/K,1) soit trés petite. Au contraire, si les zéros de L(E/K, s) sont suffisamment « bien
espacés », il semble raisonnable de penser que L*(E/K, 1) n’est pas trop petite.
Ces attentes vagues sont quantifiées dans [HP16, Lemma 7.7] : les auteurs isolent la contribution
des « petits zéros » a la taille de L*(E/K,1). Ceci suggere d’étudier la distribution des zéros de
L(E/K,s) sur la droite Re(s) = 1. A ce propos, Michel a démontré (voir [Mic99]) que les zéros
de L(E/K,s) sont « bien distribués » pour « la plupart » des courbes elliptiques E/K. Par suite,
pour « la plupart » des courbes elliptiques, le ratio de Brauer-Siegel devrait étre relativement gros
(i.e. assez loin de 0). Pour autant, ceci n’exclut pas la possibilité qu’il existe une famille infinie de
courbes elliptiques sur K dont les fonctions L ont des zéros « mal distribués » et donc un ratio de
Brauer-Siegel plus petit.

2. Si E/K n’est pas constante, pour tout polynéme D € F[t] sans facteurs carrés, on peut considérer

la tordue quadratique E(P )/ K de E par D. En supposant la conjecture de Birch et Swinnerton-
Dyer, un analogue du théoréme de Waldspurger relie la valeur L(E/K,1) de L(E/K,s) en s = 1
avec le D-iéme coefficient de Fourier ¢g(D) d’une certaine forme modulaire de poids 3/2 (notons
la gp).
Lorsque le rang de E(P) est nul, ona L(E/K, 1) = L*(E/K, 1) et la majoration de Bs(E”) / K) suit
de la conjecture de Ramanujan pour les coefficients de Fourier de gg (cette conjecture est démontrée
dans ce cas) : on a |cgp(D)| <. (¢1°8P)V/4+. Mais, si il existe une minoration Bs(EP)/K) par
une quantité strictement positive, celle-ci impliquerait que les coefficients de Fourier ¢g(D) non
nuls sont « repoussés loin de 0 ». Ce qui semble improbable car I'on s’attend plutét a ce que les
coefficients de Fourier d’une forme modulaire soient équirépartis dans 'intervalle dans lequel ils se
trouvent (i.e. & ce qu'ils satisfassent une sorte de « loi de Sato-Tate »).

3. Si maintenant £/K est constante, on peut fixer une courbe elliptique Ey sur Fy telle que £ = Eg X,
K. La conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer a été, dans ce cas, démontrée par Milne (voir [Mil68,
Theorem 3]) & la fois pour F et pour ses tordues quadratiques E”) par des polynémes D € F,t]
sans facteurs carrés. Ecrivons ag := ¢+ 1—#FEy(F,) € Z, on désigne par Fp(T) le numérateur de la
fonction zeta de la courbe hyperelliptique Cp : y* = D(x) et par gp := g(Cp) = [(deg D — 1)/2] le
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genre de C'p. Milne a donné une expression de la valeur spéciale L*(E(P) /K, 1) en fonction de Fp(T)
et ap. Un calcul rapide conduit & I'expression ci-dessous du ratio de Brauer-Siegel Bs(E(P)/K)
(¢f.[HP16, Proposition 7.16]) :

2log |G}
08 |Ghlan)]

Bs(EP)/K) =
( /K) gp - logq

o(1) (deg D — o0),

ou G3,(T) € Z[T] peut étre explicitement calculé & partir de Fp(T'). En outre, on a G},(ag) # 0,
deg G}, = gp — o(gD) et toutes les racines de G7,(T) sont réelles et se trouvent dans l'intervalle
[—2,/4,2,/q]. Si Ey parcourt 'ensemble de toutes les courbes elliptiques définies sur Fy, entier ap
prend presque toutes les valeurs entiéres entre —2,/q et 2,/q (voir [WMT71]). Lorsque deg D devient
grand, G, (T') a de plus en plus de racines dans I'intervalle [—2,/q, 2,/q] ol se trouve ag : il semble
alors raisonnable que |G}, (ag)| € N* peut étre « trés petit » devant gp.

Il convient de noter la construction « inverse » : étant donné un entier a € [-2,/q,2,/q], il est facile
de construire une suite de polyndmes H,,(T) € Z[T] (n € N*) de degrés croissants avec les propriétés
suivantes : toutes les racines de H,(T) sont réelles et se trouvent dans l'intervalle [-2,/q,2,/q],
H,(T) ne s’annule pas en a et log|H,(a)|/ deg H,, est arbitrairement petit. Cependant, nous ne
savons pas démontrer que de tels polynémes H,,(T) sont effectivement des « polyndmes G5, (T') »
associés, comme ci-dessus, aux numérateurs des fonctions zeta des courbes hyperelliptiques Cp.

Il va sans dire que la découverte d’une famille explicite de courbes elliptiques E/F,(t) dont le ratio
de Brauer-Siegel a une limite o« < 1 (méme conditionnellement a la conjecture de BSD) constituerait
une avancée majeure. De méme qu’une preuve que le ratio de Brauer-Siegel, au contraire, tend toujours
vers 1 (ce qui mettrait en défaut la Conjecture 3). Peut-étre qu'une étude du ratio de Brauer-Siegel
« en moyenne » permettrait de donner une idée du comportement typique de Bs(E/K); sauf s’'il y a
tellement peu de courbes elliptiques dont le ratio de Brauer-Siegel est petit, que leur présence ne peut
étre détectée par une majoration en moyenne trop grossiere.

Comme on le constate, cette question et ses variantes sont loin d’étre résolues et nous entendons
continuer a explorer ce cercle de problémes.

Résultats nouveaux

Nous présentons maintenant notre contribution a ’étude du ratio de Brauer-Siegel. Nous avons
séparé cette section en trois parties. La premieére contient notre théoréeme principal, lié au ratio de
Brauer-Siegel. La seconde partie expose des résultats auxiliaires importants, utilisés dans la preuve
mais dont I'intérét dépasse stirement la présente étude. Dans la troisieme partie, nous passons en revue
deux autres résultats, que ’on n’a pas inclus dans ce manuscrit.

Théoreme principal

Soit Fy un corps fini de caractéristique p > 5. On note K = F(t) le corps des fractions rationnelles
sur IF,. Considérons I'une des cinq familles de courbes elliptiques sur K ci-dessous :

(61) pour tout entier d € N* premier a g, soit E4/K la courbe elliptique donnée par ’équation affine
Eg: Y?=X(X+1)(X +t%. (13)

On appellera E; une « courbe de Legendre » car tous ses points de 2-torsion sont K-rationnels.
Elle a déja été amplement étudiée par Ulmer, Conceigao et Hall (voir [Ulm14a], [CHU14] et[Ulm14b]).

(&) pour tout entier d € N* premier & ¢, soit H;/K la courbe elliptique d’équation affine
Hy: Y?243t9XY +Y = X3 (14)

H, sera appelée « courbe Hessienne » car elle est munie d’un point K-rationnel de 3-torsion.

(&3) pour tout entier d € N* premier & ¢, soit F;/K la courbe donnée en coordonnées affines par
Eq: Y24+ XY +t%Y = X + X2 (15)

Cette courbe Ey dispose d’un point K-rationnel de 4-torsion (et a également été étudiée par
Ulmer dans [Ulm13]).
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(&4) pour tout entier d € N* premier & ¢, soit E;/K la courbe elliptique dont un modele affine est
E;: Y24 Xy —tly = X3 (16)
Mentionnons & propos de E; les travaux de Davis et Occhipinti (voir [DO14]), les auteurs y

produisent des points rationnels explicites sur Ey pour certaines valeurs de d.

(65) pour tout entier d € N* premier a g, soit By/3 4/ K la courbe donnée en coordonnées affines par
Bijoa: Y?+2t°XY — 4y = X? — 6t9X% + 8¢*7X. (17)

Cette courbe elliptique est mentionnée par Berger dans [Ber08, §4.3, Example 6.
Dans cette thése, nous montrons que le ratio de Brauer-Siegel des courbes elliptiques E/K prises
dans 'une des familles ci-dessus admet une limite et que celle-ci vaut 1 (inconditionnellement). Nous
consignons ces résultats en un théoreme :

Théoréme 9. Soit & (i € {1,2,3,4,5}) l'une des familles de courbes elliptiques ci-dessus.

e Pour toute courbe elliptique E € &;, la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer est vraie pour E/K.
En particulier, III(E/K) est fini et le ratio de Brauer-Siegel Bs(E/K) a un sens.

e Lorsque H(E/K) — +0c0 avec E € &;, on a

Bs(E/K) —— 5 1.
Ee€é&;
H(E/K)—o0

En d’autres termes, pour tout € > 0, il existe des constantes telles que

VE €&, H(E/K)'"°<.#I(E/K) Reg(E/K) <. H(E/K)'**.
Ou encore, lorsque E € &, on a

log (#II(E/K) - Reg(E/K)) ~log H(E/K)  quand H(E/K) — cc.

Comme on peut le constater, chaque famille &; ci-dessus est naturellement indexée par les entiers
d € N* (premiers a ¢) et on montre qu’il existe une constante ¢; (donnée ci-dessous) telle que, pour
toute courbe E,; dans la i-ieme famille &;, on a

log ¢

(2

log (#1L(E4/K) - Reg(Eq/K)) ~log H(Eq/K) ~ -d quand d = 4o00.
Avec
61:2, 0221, C3:2, 6423, 0522.

Ce théoréme est une combinaison des Théoreme 4.4.1, Théoréme 5.4.1, Théoreme 6.4.1, Théoreme
7.4.4 et Théoreme 8.4.2.

Les 5 familles de courbes elliptiques définies ci-dessus s’ajoutent donc a I'exemple de [HP16, Theo-
rem 7.12] pour former un total de six familles de courbes elliptiques (définies sur Fy(t)) pour lesquelles
on sait inconditionnellement montrer que le ratio de Brauer-Siegel a une limite. Dans les six cas, cette
limite vaut 1 (on dira que ces familles vérifient un analogue complet du théoréme de Brauer-Siegel).
Nous espérons qu’a la lecture des preuves, le lecteur sera convaincu que notre méthode permettrait
d’étudier le ratio de Brauer-Siegel de plusieurs autres familles.

Le Théoréme 9 pourrait étre vu comme autant d’indices suggérant que, dans le Théoreme 7, la
« liminf » et la « limsup » coincident et sont toujours égales a 1. Nous préférons cependant penser
que les courbes elliptiques que ’on étudie font partie de la majorité (conjecturale) pour lesquelles un
analogue complet du théoréeme de Brauer-Siegel est vrai. Peut-étre donne-t-il plus d’indications quant
aux familles a ne pas étudier si 'on cherche des courbes elliptiques avec un ratio de Brauer-Siegel
« petit » (conjecturalement, une famille « fine » parmi toutes les courbes elliptiques).

Comme on l'a expliqué ci-avant, pour qu’une courbe elliptique E/K ait un « gros » ratio de
Brauer-Siegel (c’est-a-dire un ratio de Brauer-Siegel proche de 1), il est nécessaire que les zéros de sa
fonction L soient suffisamment « bien distribués ». En d’autres termes, la partie centrale de la preuve
est 'obtention d’une minoration de Bs(E/K) : nous montrons & cet effet que les valeurs spéciales
L*(E/K,1) des courbes elliptiques E € &; ne deviennent jamais trop petites. L’étude directe de la
distribution des zéros de L(E/K,T) est, en général, tres délicate. Nous avons donc préféré suivre une
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approche « p-adique », que nous esquissons rapidement. Supposons avoir exprimé la valeur spéciale
L*(E/K,1) = L}, d'une courbe elliptique E/K sous la forme d’un produit

*x Wm
o= 1l (1_q“m)’
meM
ou les w,, sont certains entiers algébriques de valeur absolue ¢, u,, € N* et m parcourt un ensemble
d’indices M vérifiant #M = o(log H(E/K)). Nous démontrons une minoration de tels produits L
en formalisant 1'idée suivante. Par construction, le produit L% est un élément non nul de Z[g~!] : en
tant que tel, il peut s’écrire
(entier)

Ly = S, (18)
pour un certain exposant Wg € N. Pour donner une minoration de log|L%;| en termes de H(E/K), il
s’agit de majorer le plus finement possible ’exposant Wg du dénominateur. Comme les w,, sont des
entiers algébriques, multiplier le facteur (1 — w,,/¢"™) par ¢“m produit un entier algébrique dont la

norme est un entier. Par suite, le produit g2~ "™ - L%, est un entier : on voit donc que 0 < Wg < Y up,.

A présent, imaginons que certains w,, soient « trés divisibles » par ¢. Nul besoin alors de multiplier
(1 — Wy /q"™) par ¢“m pour obtenir un entier algébrique : une plus petite puissance de ¢ y suffit.
L’exposant Wg du dénominateur de L}, peut ainsi étre diminué d’autant. En prenant en compte ces
« simplifications » dans les facteurs de L}, nous parvenons & démontrer que Wg = 0( log H(E/K ))
pour les cing familles &;. Ce qui est suffisant pour déduire que

log |L3| = —o(log H(E/K)).

Résultats auxiliaires

Afin de démontrer le Théoréeme 9 ci-dessus, nous aurons besoin d’un certain nombre de résul-
tats intermédiaires. L’intérét de ceux-ci dépasse stirement la simple étude du ratio de Brauer-Siegel.
Résumons les théoremes nouveaux les plus significatifs démontrés dans cette these.

Soit Fy un corps fini de caractéristique impaire. Pour tout b € F, ~\ {1, —1} et tout caractére non

trivial x : F — @X, définissons une somme de Legendre par

Sa(xib) ==Y x(x) - p(a® +2b- 2 + 1),

z€lFy

ot pu: Ff — {#1} est 'unique caractere non trivial d’ordre 2 sur . Ces sommes ont été introduites
par Evans dans [Eva86] mais il semble y avoir trés peu de résultats a leur propos dans la littérature.
Pour calculer les fonctions L de certaines courbes elliptiques, nous avions besoin de savoir que les
sommes de Legendre vérifient une « relation de Hasse-Davenport » et 1’« hypothése de Riemann ». Ce
que nous avons démontré. Pour énoncer le théoreme obtenu, rappelons la construction suivante : pour

tout caractere non trivial x : Fy — Q" et toute extension finie F,n/F,, on définit un caractere y (™)
sur F . par
Vo e T, x™ (z) = x o Ng,. /r, (2),

ott Ng_, /p, : Fgn — F désigne la norme.

Théoréme 10. Soit b € F, \ {—1,1} et un caractére non trivial x : Ff — @X. 1l existe deux entiers

algébriques ap(x) et Bp(x) (qui ne dépendent que de b et de x) tels que

* Si(x,b) = aw(x) + Bu(x) et an(x) - Bo(x) = q,

e Pour toute extension Fyn /Ty, Sqn(x™,b) = ap(x)"™ + Bo(x)™ (« relation de Hasse-Davenport »),

e Dans tout plongement compleze, ay(x) et By(x) sont de module \/q (« hypothése de Riemann »).
Voir le Théoréme 2.2.21 et le Corollaire 2.3.5. Notons que, pour b € F,~{—1,1} donné, les sommes

de Legendre apparaissent naturellement dans la fonction zeta de la courbe hyperelliptique D, définie
sur F, par I’équation affine :

D: y? =220 4 9p. 207 41,

En effet, I'action des racines (¢—1)-iémes de I'unité sur D (donnée par (z,y) — ({-x,y) pour ¢ € pg—1)
« découpe » la cohomologie de D en sous-espaces de dimension 2 sur lesquel le Frobenius = — z? agit
avec trace Sy (x;b). La lectrice trouvera plus de détails sur ce point au Théoréme 2.3.4.
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Comme on ’a mentionné a plusieurs reprises dans cette introduction, le ratio de Brauer-Siegel est
intimement lié aux valeurs spéciales des fonctions L. Pour expliciter la limite du ratio de Brauer-
Siegel des familles énumérées dans le Théoreme 9, nous avons calculé explicitement les fonctions L
correspondantes. Avant d’énoncer les résultats de ces calculs, mettons en place quelques notations.
Soit F; un corps fini de caractéristique impaire p et d > 2 un entier premier a ¢. Il y a une action
naturelle de ¢ sur Z/dZ~{0} par multiplication : on note O} (d) = (Z/dZ~{0})/(q mod d) I'ensemble
des orbites.

Une fois pour toutes, fixons un idéal premier B de Z au-dessus de p : la réduction modulo B
induit un isomorphisme entre le groupe u; C @X des racines de l'unité d’ordre premier a p et
le groupe multiplicatif F, . Soit alors t : F,  ~ (Z/F)* — i, C Q" Dinverse de cet isomorphisme
(t est appelé le caractere de Teichmiiller). On notera également t la restriction du caracteére de
Teichmiiller a tout sous-corps de E. A chaque entier d > 2 premier & ¢, on associe un ensemble

(indexé par a € [1,d — 1] ou Z/dZ~{0}) de caractéres t, : ]quu(a) — Q" définis sur diverses ex-
tensions finies Fju@) de Fy, et dont l'ordre divise d. Plus précisément, pour tout a € [1,d — 1], soit
u(a) = min {n € N* | ¢"a = a mod d} = ord” (¢ mod (d/ pged(d, a))) et

to:x € IFqX“(a) — t(x)(qu(a)_l)“/d €Q”.

Dans les résultats ci-dessous, le lecteur intéressé uniquement par le cas ot d | ¢ — 1 peut remplacer
«m € O(d) » par « a =m € [1,d—1] », u(a) par 1 pour tout a € [1,d — 1], et t, par les puissances

x* d'un caractere fixé x : F — @X d’ordre exactement d.

A laide de ces caractéres, nous avons calculé explicitement les fonctions L des courbes elliptiques
des familles &; définies ci-dessus. Pour les cinq prochains théorémes, on fixe un corps fini F, de
caractéristique p > 5 et on note K = F(t).

Premiérement, nous obtenons les fonctions L des « courbes Hessiennes » de la famille &5 (voir
Théoréme 5.2.1).

Théoréme 11. Pour tout entier d > 2 premier a q, soit Hy la « courbe elliptique Hessienne » définie
sur K par Uéquation (14). La fonction L de Hq/K s’écrit sous la forme :

L(Hy /K T)= ] (1_Jm.T“(m)>
meo? (3d)

ou 053)(3d) désigne l’ensemble d’orbites de Z/3dZ~{0,d,2d} sous l’action de q par multiplication et,
pour toute orbite m € 01(13) (3d), J,, désigne la somme

Jm - ta(27) 'jqu(a) (tcu taa ta) - ta(27) : Z ta($>ta(y)ta(z)7

ac,y,ze]Fqu(a)
rz+y+z=1

pour tout choiz de représentant a € Z/dZ de Uorbite m (d une racine de l'unité prés, J,, est une
somme de Jacobi). Noter que les caractéres t, utilisés ici sont ceux que l’on associe & 3d et non a d.

Avec des techniques treés similaires a celles de [CHU14, §3], nous calculons également les fonctions
L des courbes de la famille &3, qui ont un point de 4-torsion (voir Théoréme 6.2.1).

Théoréme 12. Pour tout entier d > 2 premier a q, soit Eq la courbe elliptique définie sur K par
léquation (15). La fonction L de Eq/K s’écrit sous la forme :

LE /KT = [[ -3, 1)
’rnEng)(d)

ot O,(]Q)(d) désigne l’ensemble des orbites de Z/dZ ~ {0,(d/2)} sous laction de q par multiplication
(on retire Uorbite {d/2} si d est pair) et, pour toute orbite m € O((f)(d), J!, est la somme de Jacobi

J;’n = jq'u(a> (ta,ta) = — Z ta(z)ta(y),

,Y,2€F u(a)
z+y=1

pour tout choix de représentant a € Z/dZ de m.
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Ensuite, pour la famille &3 de courbes elliptiques étudiée au Chapitre 7, nous obtenons le théoreme
ci-dessous (voir Théoréme 7.2.1).

Théoréme 13. Pour tout entier d > 2 premier da q, soit Eq la courbe elliptique définie sur K par
Iéquation (16). La fonction L de Eq/K

L(EJET) = ][ (1—Jm-T“(m)).
me0ol? (d)

ot (’)((13) (d) désigne Uensemble des orbites de Z/dZ ~ {0,(d/3,2d/3)} sous laction de q par multipli-

cation (on retire les orbites {d/3} et {2d/3} si 3| d) et, pour toute orbite m € (’)((13) (d), I est une
somme de Jacobi « de dimension 2 » :

Jm :jqu(a)(taataata) = Z ta(x)ta(y)ta(z),

2,Y,2€F u(a)
rx+y+z=1

pour tout choix de représentant a € Z/dZ de m.

Enfin, en ce qui concerne la famille &5 (empruntée a [Ber08, §4.3, Example 6]), nous obtenons
dans un premier temps une expression un peu plus générale que nécessaire pour la fonction L (voir
Théoréeme 8.2.1) :

Théoréme 14. Soit a € F, \ {0,1} et d > 2 un entier premier ¢ q. On considére B 4 la courbe
elliptique définie sur K =TF,(t) en coordonnées affines par

Boa: Y?+tIXY —at?Y = X% — (a + 1)t X% + at**X. (19)
La fonction L de B, 4/ K s’écrit :

L(Ba’d/K’T):(l_qT). H (1_‘];1.Sm,Tu(m)_i_J/mQ,qu(M),T2u(m))7
mEOéz)(d)

ot, comme ci-avant, (’)((12) (d) est l'ensemble des orbites de Z/dZ ~ {0,(d/2)} sous Uaction de q par

multiplication (on retire Uorbite {d/2} si d est pair) et, pour toute orbite m € (9512)(d) et tout choix
de représentant i € Z/dZ de m, J, est (a une racine de lunité prés) une somme de Jacobi :

Ty =ti(=1) - jguen (b, t) = —ti(—=1) - > ti(a)ti(y).

z,Y€F i)
x+y=1
et Sy, est une somme de Legendre :
S 1= Sguc (ti;1 — 2a) = — Z ti(z) p(2®+2(1—2a)-z+1).

:EG]Fqu(i)

Dans un second temps, on spécialise le théoréme ci-dessus au cas ot a = 1/2 € F, et d est impair :
I'expression de la fonction L(B /2 4/ K, T) dans le théoréme ci-dessus se simplifie quelque peu et donne
(voir Théoreme 8.3.2) :

Théoréme 15. Soit d > 2 un entier impair et premier a q. Soit By 4 la courbe elliptique définie
sur K = F,(t) par équation (17) :

Bijag: Y?4200XY — 427V = X — 617X? + 812 X.
Alors la fonction L de Bl/Q,d/K s’écrit sous la forme :

L(Bi2,4/K,T) =(1—qT)- H (1 —J . TU(n)) :
neo0(® (2d)

ot (’)((12)(2d) est l'ensemble des orbites de Z./2dZ ~ {0,d} sous l'action de q par multiplication et, pour

toute orbite n € (9((12)(2d) et tout choix de représentant i € Z./2dZ de n, J!, est (d une racine de 'unité
prés) une somme de Jacobi « de dimension 2 » :

I, = ti(—4) - Jgueo (b, b5, 67) = ti(—4) - Z ti(2)ti(y)ta(2)*.
z,Y,2€F ()
r4y+z=1

Noter qu’ici les caractéres t; (i € [1,2d — 1]) sont ceuz que l’on associe & 2d (et non a d).
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Nous espérons que ces calculs peuvent étre utiles a d’autres fins. C’est pourquoi nous avons essayé
de garder les hypotheéses aussi faibles que possible : nous supposons uniquement que d est premier a
q, 1a ot beaucoup d’auteurs se placent dans le cas ot d | ¢ — 1. Nous mentionnons ici que nous avons
également prouvé un résultat de « rang non borné » concernant les courbes B, 4 de la famille &5 (voir
Corollaire 8.3.13) :

Théoréme 16. Dans la famille des courbes elliptiques Bq q/K définies par (17) (avec d > 2 parcou-
rant les entiers premiers ¢ q et a € Fy ~{0,1}), le rang rq,q = rang B, 4(K) n'est pas borné :

limsup rang B, (K)= limsup rang Bj;q(K) = +o0.
pged(d,q)=1 pged(d,q)=1
a€F,~{0,1}
Comme il est noté dans [Ber08, §4.3, Example 6], ce résultat sur le rang de B, 4(K) n’est pas une
conséquence du théoreme général de Ulmer [Ulm07b, Theorem 4.7].

Le résultat central qui sous-tend le Théoréme 9 et notre principal théoréeme technique est une
minoration des valeurs spéciales de fonctions L satisfaisant certaines hypotheses (voir Théoréme 3.2.2).
Nous ne rentrons pas dans les détails ici mais donnons un apercu du fonctionnement de ce théoreme.
Fixons F,; un corps fini de caractéristique p impaire et K = F,(¢). Soit d > 2 un entier premier a g.
La plupart des fonctions L explicitées ci-dessus peuvent s’écrire sous la forme schématique suivante :

L= [ (1—wm-T“(m))eZ[T],
meo! (d)

ot Oy (d) désigne I'ensemble des orbites de Z/dZ~{0} sous I'action de ¢ par multiplication et les wy,
sont certains entiers algébriques. Par définition, calculer la valeur spéciale de Lq(T') consiste & I’évaluer
en T = ¢~ ! une fois qu’on lui a retiré tous ses facteurs qui s’annulent en 7' = ¢~! (& un terme entier
pres, dont le logarithme est positif). Le terme principal qu’il faut minorer peut s’écrire sous la forme

d’un produit
w
L= 1-—,

meM

ot m parcourt un certain ensemble d’orbites M C O (d). On ajoute maintenant deux hypotheses : on
suppose d’abord que wy, est un entier du corps cyclotomique Q((g,,) (ou d,,, := d/ pged(d, m)) et en-
suite que la numérotation de {wy, }m, est « compatible » a ’action du groupe de Galois Gal(Q({4)/Q) ~
(Z/dZ)* (i.e. on suppose que 0 (W) = Wi, si oy est Pautomorphisme correspondant & ¢t € (Z/dZ)*).
Noter que ces deux hypotheses sont satisfaites par les fonctions L des courbes elliptiques des 5 familles
&;. On fixe une fois pour toutes un idéal premier ¥ C Z au-dessus de p et on pose p,, = Q((q, ) NP
pour tout m € M.

Théoréme 17. Sous ces hypothéses, on a

dp,, Wm
log |Lj| >q — Z max {O,u(m) — orpmw} = —Wy. (20)
meM [Fy : Fp

Pour un exposé détaillé de nos hypothéses et un énoncé précis de ce théoréeme, nous renvoyons a
la Section 3.2. Signalons que Shioda a démontré un résultat assez similaire (voir [Shi87, Proposition
2.1]) lorsque w;, est une somme de Jacobi de « dimension paire ». Nous avons adapté sa preuve pour
qu’elle fonctionne avec des w,, plus généraux.

L’inégalité (20) est vraie dés que la fonction L sous-jacente vérifie nos hypotheéses. Qui plus est, on
a toujours une minoration « naive » sur la somme Wy dans le membre de droite de (20) : précisément

Wy = Z maX{O,u(m) - ordpmwm} < d.

meM [Fy : Fyp

La minoration correspondante de log |L}| ne donne rien d’autre que « la borne de Liouville ». A présent,
pour démontrer que le ratio de Brauer-Siegel des courbes elliptiques de 'une des familles &; a pour
limite 1, nous devons prouver une minoration bien plus fine de log|L}|. Il faut de fait montrer que
Wy = o(d) lorsque d — oo. Une telle relation asymptotique suivrait d’une preuve que, « en moyenne »,
les termes « u(m) —ordy,, wm/[Fq : Fp] » ne sont « pas trop gros ». Pour une donnée générale {w, }m,
il n’y a pas de raison que ceci soit vrai.

Toutefois, dans le cas ou les w,, sont des sommes de Jacobi (ou des produits de sommes de Ja-
cobi), en utilisant une variante du théoréme de Stickelberger pour calculer ord, wy,, nous obtiendrons
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une expression assez explicite de Wy. Il s’agira alors d’estimer Wy et de montrer que Wy est négli-
geable devant d lorsque d — oco. Pour ce faire, nous aurons besoin d’un cas particulier du résultat
d’équidistribution ci-dessous. On note {z} € [0, 1] la partie fractionnaire d’un nombre réel .

Théoréme 18. Soit I C [0,1] un intervalle de longueur b et 9 C N* un ensemble infini d’entiers.

Supposons donné, pour tout d € 9, un sous-groupe Hyq de G4 = (Z/dZ)* tel que % = +00.
— 00

Alors, lorsque d — 0o (avec d € 2), on a

1
4G, 2=

9€Ga

1

 #Ha

loglog d 1/6 (1)
— =o(1).
#Hq

et (e < (
Pour plus de détails, nous invitons le lecteur a consulter le Théoreme 3.4.1 et ses corollaires.

Autres résultats

Nous avons également démontré deux résultats (encore partiels), dont les preuves ne sont pas
incluses dans ce manuscrit. Tout d’abord, nous avons calculé les fonctions L des courbes elliptiques
d’une autre famille (infinie). On fixe un corps fini F, de caractéristique p > 5 et un parametre a €
F, ~ {0,1}, pour tout entier d premier & g, soit F, 4 la courbe elliptique définie sur K = F,(t) par
I’équation affine :

Fog: Y24+ (1 —tHXY +a2(t? — MY = X3 + (¢ + 2a)t"X? + (2a® + a®)t?? X + a*t**.

Le rang de cette courbe est étudié dans [Occ12] : Occhipinti y calcule « semi-explicitement » la fonction
L de F, 4/K lorsque d divise ¢ — 1 = #F . 1l utilise également le théoréme de Berger (voir [Ber08])
pour démontrer que Fy, 4 vérifie la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer. Par une méthode différente,
et en allégeant 'hypothese que d divise ¢ — 1, nous avons pu prouver :

Théoréme 19. Avec les notations introduites ci-avant, pour tout entier d premier d q, la fonction

L(F,.qa/K,T) est donnée par

L(Fa,d/K, T) — (lqu)' H (1 N qu(m)Tu(m)) (1 _ (an N Qqu(m))Tu(m) + q2u(m)T2u(m)> , (21)
me0;(d)
ot Oy (d) désigne l’ensemble des orbites de Z/dZ~{0} sous l'action de q par multiplication, u(m) est

le cardinal de l"orbite m et, pour tout m € Oy(d) et tout choiz d’un représentant i € Z/dZ~{0} de m,
S, est une somme de Legendre :

Sm=—Spo(tsl—2a)=— Y ti(z) p(2®+2(1-2a)z+1).
xE]Fqu(i)

La relation de Hasse-Davenport et I’hypothese de Riemann pour les sommes de Legendre assurent
existence d’entiers algébriques ., et B, (pour m € O,(d)) tels que

Vm € O,(d), Som = i + Boms - Brn = T et || = |Bm] = ¢*(™/2,

Avec ceux-ci, on peut réécrire la fonction L sous une forme plus factorisée :

L(Foa/K.T) = (1 —qT)- ] (1 — g -T“W) (1 —a? - T"W) (1 — B2 T“(m)) .
meo! (d)

La preuve utilise des évaluations de sommes de caracteres et repose sur le fait que la courbe Fj, 4 est
birationnelle & la courbe Xy C P! x P! définie sur K et donnée en coordonnées affines par

=1 4 yy=1)

X d -
@ Tr—a Yy—a

Il est assez clair sur I'expression (21) que la fonction L s’annule au moins a l'ordre d = 1 + #0O;(d)
en T = ¢~'. Par suite, comme F, , vérifie la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer, le groupe
de Mordell-Weil Fy, 4(F,(t)) est de rang au moins d. Malheureusement, nous sommes pour ’heure
incapables de donner un meilleur encadrement de la valeur spéciale de L(F, 4/K,T) en T = g~ ! que

I'encadrement « trivial » :
log L*(F, 4/K,1)
IOg H(Fa,d/K)

—6+40(1) < <0+0(l) (d— o).

En effet, nous n’avons quasiment aucune information sur la distribution des nombres S,, /q“(m)/ 2
dans lintervalle [—2,2] dans lequel ils sont répartis (de fagon équivalente, on ne sait pas comment
sont répartis angulairement les nombres o, /¢“("™/2 et B, /q*"™)/? sur le cercle unité).
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Suivant une suggestion de Hindry, nous avons aussi entamé 1’étude du ratio de Brauer-Siegel pour
une famille de tordues quadratiques d’une courbe elliptique constante sur F(t). Plus précisément, le
cadre est le suivant : on fixe un corps fini I, de caractéristique p > 5 et une courbe elliptique Eq définie
sur Fy, d’équation affine Ey : y* = 3 + Az + B (avec A, B € Fy). Dans ce cas, E := Ey xp, Fq(t) est
une courbe elliptique constante sur K = F,(¢). Pour tout entier d premier & p, on considére la tordue
quadratique E@ de E par le polynome t? + 1 € F,[t] C K, une équation affine de E® est :

E9D . '+ 1).9y?> =2+ Az + B.

Alors E(4) /K vérifie la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer (car elle est isotriviale, voir [Mil68,
Theorem 3]). Ainsi, d’aprés [HP16, Corollary 1.13], lorsque d — oo, on a

0+0(1) < Bs(ED/K) <1+ 0(1).
Nous avons prouvé une minoration plus forte de Bs(E@ /K) pour certaines valeurs de d :

Théoréme 20. Soit D5 C N* Uensemble (infini) des entiers d > 2 tels que d divise ¢" + 1 (pour un
certain n € N). Un tel entier d € Dss est parfois appelé supersingulier pour ¢ (cf. [SK79]). Avec cette
notation, on a :

lim Bs(EY/K) = 1.

d€Dss

d—o0

Pour le moment, nous n’avons pas réussi a nous passer de la condition que d est supersingulier pour

démontrer ce théoréme (nous ne sommes d’ailleurs pas complétement siirs que la conclusion soit encore
vraie si on l'enléve). La preuve repose essentiellement sur trois ingrédients. D’abord, la fonction L de
B /K s’exprime aisément en fonction de la fonction zeta, notée Zy(T), de la courbe hyperelliptique
Cy:y* = 2% + 1. Un calcul de Weil (voir [Wei49]) affirme que les zéros 8; de Z4(T') sont des racines
n-iemes de sommes de Jacobi. Sous notre hypothese que d € Z;;,, noter que les sommes de Jacobi en
question sont réelles. On conclut la preuve par une application du théoréme de Baker-Wiistholz (voir
[BW93]) aux nombres log |1 — ,/¢|, dans I'esprit de [BK10, Theorem 4.1].

Présentation du contenu

Pour conclure ce chapitre, nous présentons la fagon dont sont répartis les résultats de ce manuscrit.

Le premier chapitre constitue une introduction générale a I'arithmétique des courbes elliptiques sur
les corps de fonctions, avec un accent sur leur fonction L, la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer
et les inégalités diophantiennes entre leurs invariants. Nous ne donnons presque aucune preuve mais
renvoyons a de nombreuses références. Dans la derniere section de ce chapitre, nous définissons le ratio
de Brauer-Siegel Bs(E/K) d’une courbe elliptique E/K et rappelons les conjectures et les faits connus
le concernant. Les deux chapitres suivants développent les outils nécessaires a 1’étude analytique des
familles &; de courbes elliptiques : le second chapitre nous permettra de calculer leurs fonctions L et
le troisieme de borner leurs valeurs spéciales.

Plus précisément, le deuxieme chapitre est axé sur les sommes de caracteres. Dans un premier
temps, nous rappelons des faits classiques sur les caractéres des corps finis, sur les sommes de Gauss
et sur les sommes de Jacobi. Ensuite, nous expliquons en détail la construction des caracteéres « t, »
qui apparaissent dans les expressions des fonctions L données ci-dessus : ceux-ci forment une famille
naturelle de caractéres dont 'ordre divise d. Nous utilisons ce cadre pour démontrer une « formule
de réindexation » pour des séries génératrices dont les coefficients sont des sommes de caracteres : ce
résultat est d’usage constant dans les calculs de fonctions L qui suivent. Nous introduisons également
les sommes de Legendre et prouvons les analogues de la relation de Hasse-Davenport et de ’hypo-
these de Riemann. Pour mener a bien la preuve, nous calculons la fonction zeta de certaines courbes
hyperelliptiques.

Au troisiéme chapitre, nous supposons disposer d’expressions explicites de fonctions L et nous nous
concentrons sur ’encadrement de leur valeur spéciale. La premiere section montre comment on peut
retrouver rapidement des majorations du rang et de la valeur spéciale dans le(s) cas particulier(s)
qui nous concernent. A la seconde section, nous donnons une minoration de produits 7* de nombres
algébriques qui apparaissent typiquement dans les valeurs spéciales des fonctions L des familles &;.
Nos hypotheses sont rassemblées a la Section 3.2.1. Cependant, la minoration obtenue ne peut étre
utilisée que si 'on a une bonne connaissance des « valuations p-adiques » des nombres algébriques
dans le produit 7*. Nous rappelons donc comment expliciter ces « valuations p-adiques » dans le cas
des sommes de Jacobi. Finalement, nous démontrons un résultat d’équidistribution selon lequel les
« gros » sous-groupes de (Z/dZ)* deviennent équidistribués en moyenne lorsque d — oo.
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Dans les Chapitres 4 a 8, nous étudions individuellement les familles &; précédemment introduites
(la famille &; est étudiée au Chapitre i+3). Les structures de ces chapitres sont relativement similaires.
Nous commengons par calculer les invariants basiques des courbes elliptiques E € &;. Dans un second
temps, nous trouvons une expression explicite de leur fonction L en utilisant les outils mis en place au
Chapitre 2. Nous rappelons alors brievement la démonstration de la conjecture de Birch et Swinnerton-
Dyer pour les courbes elliptiques F € &;. Pour certaines familles, nous donnons également une preuve
rapide que les rangs de Mordell-Weil ne sont pas bornés. Dans la dernieére section de chacun de ces
chapitres, nous utilisons les bornes sur les valeurs spéciales obtenues au Chapitre 3 et nous terminons
la preuve que la famille &; vérifie un analogue complet du théoréme de Brauer-Siegel.



Tableau récapitulatif des familles étudiées

Soit F; un corps fini de caractéristique p > 5 et K = Fy(t). Dans le tableau ci-dessous, nous récapitulons les familles de courbes elliptiques étudiées dans cette these
(ainsi que celle de [HP16, Theorem 7.12]). La premiére colonne donne une équation de Weierstrass de F/K et le(s) paramétre(s) dont elle dépend. Nous donnons ensuite
Vexpression du j-invariant j = j(E/K) € F,(t) de E et sa hauteur différentielle H = H(E/K) (exponentielle) en fonction de(s) parametre(s). Le lecteur peut ainsi se
convaincre que ces courbes sont deux-a-deux non isomorphes sur F,(¢). La derniére colonne rappelle les résultats obtenus quant au ratio de Brauer-Siegel.

Modele de Weierstrass . . . .
Invariant j Hauteur Ratio de Brauer-Siegel
et parametre(s)
HP16 Ej:vy?+ay=a®—1td 1 s .
[ ] d:y"+ry J= i H = ¢l Jim Bs(Ey/K) =1
d € N*, pged(d,p) =1 t(1 - 218%1)
Chap. 4 Eg: v =z(x+1)(z+td 8(42d _ 4d 3 _ .
P iy ( N ) j:—2 (th dt +21) H=gl=] dlggo%s(Ed/K)ZI
d € N*, pged(d,p) = 1 et —1)
a2 d _ .3 o . )
Chap. 5 Hi:y"+3t%2y+y==x i 33434 (9f3 _ )3 H— gt lim Bs(Hy/K) — 1
d € N*, pged(d,p) =1 -1 e
C a2 dy, — 23 4d2 2d d 3
Chap. 6 Eq:y"+zy+tiy =2° +t% j:(16t —16t*+ 1) H:qtd?JJrl lim Bs(Ey/K) = 1
d € N*, pged(d,p) =1 —t4d(16t7 — 1) d=roo
Chap. 7 Eq:y? +ay—tly = 2° d .
p 4y tay—ty=uw = 33475 tl o= g% Jim Bs(Eq/K) =1
d € N*, pged(d,p) = 1 —t34(27t4 — 1) oo
Chap. 8 | Bag:y? + tloy — at®ly = 23 — (a + 1)t42? + at®dz (21 +8(2a — 1)t +16(a® — a + 1))3 i1 lim  Bs(Byp4/K) =1
a2(a — 1)2(t2d + 8(2a — 1)td + 16) d impair
a€F,~{0,1} et d € N*, pged(d,p) =1 sia=1/2
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Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques faits classiques sur I'arithmétique des courbes elliptiques
sur les corps de fonctions en caractéristique positive et sur leurs invariants. Ceci nous permet de fixer
les notations utilisées et les conventions suivies. Nous ne rentrons pas dans les détails des preuves,
préférant renvoyer le lecteur a des références précises. La derniére section est dédiée au ratio de
Brauer-Siegel.

Dans toute la suite, une variété sur un corps k est un schéma séparé, irréductible et réduit de
type fini sur k. Une courbe est une variété de dimension (pure) 1 et une surface est une variété de
dimension (pure) 2.

1.1 Courbes elliptiques sur les corps de fonctions

Les rappels de cette section et de la suivante sont en partie inspirés des notes de cours [Ulm11].
On pourra aussi consulter les premiers chapitres de [Sil09] pour les notions de base de I'arithmétique
des courbes elliptiques, [Sil94] pour plus de détails sur les courbes elliptiques sur les corps de fonctions
(en caractéristique 0). Notons également Particle de survol [SS10] contenant plus spécifiquement des
résultats sur les courbes elliptiques sur les corps de fonctions, avec un point de vue plus géométrique.
Citons également le survol [Groll], axé sur les conjectures de Birch et Swinnerton-Dyer. Mentionnons
aussi [Oes90, §3], qui détaille particulierement le cas ou la courbe E/K est constante.

1.1.1 Corps de fonctions en caractéristique positive

Soit F, un corps fini, dont on note p la caractéristique.

On appellera corps de fonctions sur F, tout corps finiment engendré K, de degré de transcendance
1 sur Fy et dans lequel F, est algébriquement clos ([Har77, Chapter I, §6]). Autrement dit, un corps
de fonctions sur I, est une extension algébrique finie de F,(x), le corps des fractions rationnelles sur
F,. Ainsi défini, un corps de fonctions s’écrit comme le corps des fonctions rationnelles sur une courbe
définie sur I, qu’on peut supposer projective lisse et géométriquement irréductible ([Har77, Chapter
I, Theorem 6.9 & Corollary 6.11]). Plus précisément, il y a une équivalence de catégories entre corps
de fonctions sur F, et courbes projectives lisses sur F, (voir [Sil09, Chapter 2], [Har77, Chapter I,
Corollary 6.12]).

Si C' est une courbe projective lisse et géométriquement irréductible définie sur Fy et que K =
F,(C) est son corps des fonctions rationnelles, il y a une bijection entre ’ensemble des points fermés
de C (i.e. les Gal(FF,/F,)-orbites de points F,-rationnels sur C') et 'ensemble des places de K (i.e. les
classes d’équivalence de valuations discrétes sur K *). Nous identifierons librement une place de K au
point fermé de C' qui lui correspond, voire a un élément de C (E) si aucune confusion n’en résulte.

Dans toute la suite, nous abregerons « corps de fonctions en caractéristique positive » en « corps
de fonctions ». Pour de plus amples détails sur les corps de fonctions et leur arithmétique, on pourra
se référer a [Ros02, Chapter V], a [Ulm11, Lecture 0, §2] et aux références qui s’y trouvent, ou encore
a [vF14, Chapter 1].

Pour toute place v d’un corps de fonctions K = F,(C), on notera souvent ord, : K* — Z la
valuation discrete associée, O¢,,, I'anneau local de C' en v, M¢ , son idéal maximal et F, = Oc . /M,
son corps résiduel. Le degré d’une place v est le degré de 'extension F,, /I, il sera noté degv ou d,.
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Pour tout diviseur D sur une courbe C, nous noterons deg D son degré : si D = > n, - v, on a

deg D = va -degv.

Exemple 1.1.1. L’exemple fondamental de corps de fonctions est le corps K = F,(t), corps des
fonctions rationnelles sur C' = P!. On peut diviser les places de K en deux types :
— la place « a l'infini » oo, correspondant & la valuation K* — Z donnée par ordy : f — —deg(f)
— les places « finies », qui sont en bijection avec I’ensemble des polynomes irréductibles unitaires
de Fy[t]; & un polyndme irréductible unitaire P € F,[t] correspond la valuation ordp : K* — Z
donnée, pour tout polynéme f € F,[t], par ordp(f) = n ol n est 'exposant de P dans la
décomposition en produits d’irréductibles de f.

Les corps de fonctions sont, au méme titre que les corps de nombres, des corps globaux. C’est la
raison pour laquelle la plupart de I'« arithmétique » se transpose bien & notre contexte. On pourra
consulter [Lan83b, Chapter II, §2-3], [HS00, Chapter A, §9.2] ou [RV99, Chapter 4, §4]. Pour plus
de détails sur les valeurs absolues et les places, voir [Lan83b, Chapter I], [HS00, Chapter B, §1] ou
[Ser97, §2.1].

1.1.2 Courbes elliptiques sur les corps de fonctions

Définition 1.1.2. Soit K = F,(C) un corps de fonctions. Une courbe elliptique sur K est une
courbe projective lisse et géométriquement irréductible de genre 1, définie sur K et munie d’un point
K-rationnel O.

On munit une telle courbe elliptique F d’une structure de groupe algébrique commutatif de
neutre O par « processus de cordes et tangentes » (voir [Hin08, Chapitre 5, §1], [Sil09, Chapter
111, §2)).

De plus, E peut étre représentée comme une cubique plane et définie par une équation de Weiers-
trass (cf. [Cas91, §8], [Har77, Chapter IV, §4] ou [SS10, §2.3]). Plus précisément, E C P2 est donnée
par une équation de la forme

Y2Z+an XYZ+a3sYZ? = X3+ auX*Z + as X Z? + ag, (1.1)
ou ay,...,ag sont des éléments de K. On peut aussi donner 1’équation sous forme affine :
y? + ar1zy + asy = 2° + asx? + aux + ag (1.2)

avec x = X/Z et y = Y/Z. Le seul point sur E qui n’est pas dans cette carte affine est le point a
linfini @ = [0:1:0]. On peut alors définir les quantités usuelles associées & un modele de E.

Définition 1.1.3. Soit E une courbe elliptique sur K, de modele de Weierstrass (1.1). On définit les
quantités suivantes :

b2:a%—|—4a2 b6:a§—|—4a6
by = 2a4 + ayas bg = a%ag + 4azas — arazaq + a2a§ - %21
Cy = b% — 24by cg = —bg + 36b2by — 216bg.

On appelle discriminant du modéle (1.1) la quantité

2

3
e 121 Q13 _ 97p2 _G—6C
A := —b3bg — 8by — 27bg + 9bababg 1798

L’énvariant j du modele (1.1) est donné par

& (03— 24by)°
AT A

e K.

On montre alors, comme dans le cas général d’une courbe elliptique sur un corps quelconque, que
Iinvariant j est indépendant du modele de Weierstrass choisi pour E : c’est un invariant de la classe de
K-isomorphisme de E. Noter aussi que l'invariant j est indépendant du corps de base choisi sur lequel
E est définie. En tant qu’éléments de K = F,(c), les quantités j et A peuvent étre vues comme des
fonctions rationnelles sur la courbe C, i.e. des morphismes j : C — P! et A : C — P'. En particulier,
on peut poser les deux définitions ci-dessous, qui n’ont pas d’analogues pour les courbes elliptiques
sur les corps de nombres.
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Définition 1.1.4. Soit £ une courbe elliptique sur K. On dit que E est constante si il existe une
courbe elliptique Ey définie sur Fy telle que E est isomorphe (sur K) a Ey xp, K.

De facon équivalente, E est constante si et seulement si elle admet un modele de Weierstrass (1.1)
ot les coefficients a; sont « constants », i.e. des éléments de F, C K.

Définition 1.1.5. Soit E une courbe elliptique sur K. On dit que F est isotriviale si il existe une
extension finie K’ /K telle que EFx = E X K’ est une courbe elliptique constante sur K.

De fagon équivalente (voir [Ulm11, Lecture 1, §1]), E est isotriviale si et seulement si son invariant
J est un élément de F, C K. Autrement dit, ’application rationnelle j : C' — P! correspondante &
j € K =F,(C) est constante.

La théorie des courbes elliptiques sur un corps de fonctions est expliquée dans [SS10, §2], [Sil94,
Chapter III, §1 - §3] en caractéristique 0 et [Ulm11, Lecture 1, §1] en caractéristique p comme ici.
Les courbes elliptiques sont des variétés abéliennes de dimension 1 : la lectrice peut, a leur propos,
consulter [HS00, Chapter A, §7] ou [Mil86].

1.1.3 Réduction en une place

Soit E une courbe elliptique sur K = F,(C) et v une place de K (on identifie v au point fermé de
C qui lui correspond) et ord, : K* — Z la valuation associée.

Définition 1.1.6. Un modéle de Weierstrass
Y2Z 4+ a1 XYZ +asYZ? = X3 +au X% Z 4+ as X Z? + ag

de E est dit entier en v si et seulement si ord, (a;) > 0 pour tout i € {1,2,3,4,6} (i.e. si les coefficients
a; sont des éléments de 'anneau local O¢,, de C' en v). La valuation ord,(A) du discriminant d’un
tel modele est donc un entier positif. Par suite, il existe un modele de F, entier en v et tel que cette
valuation ord,(A) est minimale. Un tel modéle est appelé modéle entier minimal de E en v.

Une fois choisi un tel modele minimal et entier de £ en v :
Y2Z 4+ a1, XY Z +a3,YZ? = X> + a2, X*Z + a4, X Z* + ag.» (1.3)

avec a;,» € Oc,p, on peut le réduire modulo 'idéal maximal Mc ,, de anneau local Oc,, : on obtient
des coefficients @; € F,, et une courbe cubique plane dans P? définie sur F,,, notée E,,, d’équation

Y2Z A @ XY Z+a3,YZ? = X3+ @3, X?Z + @1, X 2% + G50 (1.4)

La classe d’isomorphisme de cette cubique réduite ne dépend pas du choix de modeéle entier minimal
(1.3). Si le discriminant A = A(aq y,...,06,,) € K d’un modele entier minimal de E en v vérifie
ord, (A) # 0, i.e. si A est une unité de O¢ ,, alors 'équation réduite (1.4) définit une courbe cubique
lisse sur F,,, c’est-a-dire une courbe elliptique sur IF,,. Si, au contraire, ord, (A) > 0, la courbe cubique
définie par (1.4) sur F, est singuliere.

Définition 1.1.7. Soit E une courbe elliptique sur K et soit v une place de K.
e Si £, est une cubique lisse, on dit que E a bonne réduction en v.

e Si E, a un point singulier avec deux tangentes, on dit que E a réduction multiplicative en v : on
distingue alors deux cas selon que
— les tangentes sont définies sur F,, (réduction multiplicative déployée)
— ou sur une extension quadratique de F, (réduction multiplicative non déployée).

e Enfin, si F, est une cubique avec une seule tangente en son point singulier, on parle de réduction
additive en v pour F.

Voir [Sil09, Chapter 111, §1] ou [Groll, Appendix A] pour des détails sur les points singuliers des
courbes planes de genre 1. On note B(E/K) I'ensemble des places de K en lesquelles E a mauvaise
réduction, il correspond & I’ensemble des points fermés v sur C en lesquels la fonction A : C — P!
s’annule (on dit que la place v divise A), i.e. les places en lesquelles ord, A > 0 pour le choix d’un
modele entier de E. En particulier, on a :

Proposition 1.1.8. Une courbe elliptique E/K a un nombre fini de places de mauvaise réduction.
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1.1.4 Discriminant minimal et conducteur

Dans cette section, on fixe une courbe elliptique E définie sur un corps de fonctions K = Fy(C).
Nous lui associons trois invariants importants.

Définition 1.1.9. Pour chaque place v de K, on choisit un modéle entier minimal (1.3) de F en v :
on note A, € O¢,, le discriminant de ce modele. On définit alors le discriminant minimal de E par

Amin(E/K) : Z ord,(

la somme portant sur toutes les places de v, identifiées a I’ensemble des points fermés de C.

Ainsi défini, le discriminant minimal A, (E/K) peut étre considéré comme un diviseur effectif
sur C. Notons que le degré deg A,in (F/K) € N de ce diviseur est toujours un multiple de 12 (c¢f. par
exemple [Sil86a, §1]).

Définition 1.1.10. Pour toute place v de K, on définit I’ezposant local du conducteur en v par
0 si F a bonne réduction en v

ny(E/K):=<1 si F a réduction multiplicative en v

246, siFE aréduction additive en v,

ot &, € N vaut §, = 0 si p > 5. Nous renvoyons le lecteur & [Sil94, Chapter IV, §10] pour les détails
de la définition de d,, dans le cas ou p = 2, 3. Disons simplement que d, encode la présence éventuelle
de ramification sauvage dans l'action du groupe de Galois local Gal(K$°P/K,) sur le module de Tate
de E.

Définition 1.1.11. Le conducteur de la courbe elliptique F est le diviseur effectif sur C' défini par

N(E/K) : va E/K) - [v] € Div(C),

la somme portant sur toutes les places de K, identifiées encore a ’ensemble des points fermés de C.

Les définitions ci-dessus sont détaillées et commentées plus avant dans [Ulm11, Lecture 1, §§],
[Groll, Lecture 2, §2] et [SS10, §5.9]. On peut également définir le conducteur d’une courbe elliptique
comme le conducteur d’Artin du module de Tate de E/K (voir [Sil94, Chapter IV, §10]). Rappelons
également que le discriminant minimal et le conducteur d’une courbe elliptique E/K sont reliés par
la formule de Ogg ([Sil94, Chapter IV, §11]) : pour toute place v de K, on a

ny(E/K) = ord,(A,) + 1 —my, (1.5)

oll m, est le nombre de composantes irréductibles du modéle régulier minimal de E en v (voir Sec-
tion 1.1.5).

Définition 1.1.12. Soit E une courbe elliptique sur un corps de fonctions K = F,(C). On définit sa
hauteur différentielle H(E/K) par

H(E/K) = ¢z 48 fmn(B/K)
une puissance entiere de g.

Soit B(E/K) 'ensemble des places de K ot E a mauvaise réduction. D’apres leur définition, les di-
viseurs N (E/K) et Apin(E/K) ont méme support B(E/K) et 'on a deg N (E/K) < deg Apin(E/K).
Leurs degrés sont de plus reliés « dans 'autre sens » par I'inégalité suivante :

Théoréme 1.1.13 (Pesenti — Szpiro). Soit E une courbe elliptique non isotriviale sur un corps de
fonctions K =T ,(C). On note gc le genre de C et fg, i le degré du conducteur N(E/K). Alors :

deg Amin(E/K) < 6p° - (29¢ — 2+ fE/K),
ou p° est le degré d’inséparabilité de j(E/K) : C — P*.

Voir [Szp90] pour la preuve de cette inégalité dans le cas oit E/K est semi-stable et [PS00, Theorem
0.1] pour le cas général. Citons également [GS95, Theorem 3] et [HS88, Theorem 5.1]. Pour les courbes
elliptiques sur les corps de nombres, l'inégalité correspondante est ’objet de la Conjecture de Szpiro
[HS00, Conjecture F.3.2], équivalente & la Conjecture abe (voir [Hin08, Chapitre 6, §5]).
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Remarque 1.1.14. Soit E une courbe elliptique sur un corps de fonctions K = F,(C). On suppose,
pour simplifier, que l'invariant j de E/K est séparable. La formule de Ogg (1.5) et le Théoréme 1.1.13
permettent d’écrire :

log
12

9. deg N'(E/K) < log H(E/K) < logg - (QC . degNéE/K)) |

En particulier, il existe des constantes (dépendant de K) telles que

deg N (E/K) <410g H(E/K) <4 4. deg N(E/K).

1.1.5 Modele régulier minimal

Considérons une courbe elliptique E définie sur un corps de fonctions K = F,(C). Parmi les
surfaces £ définies sur Fy et munies d’un morphisme 7 : £ — C dont la fibre générique est E/K, il y
en a une privilégiée, appelée modele régulier minimal de £/ K. Commengons par rappeler la définition
suivante.

Définition 1.1.15. Soit £ une surface projective lisse et géométriquement irréductible, C' une courbe
projective lisse et géométriquement irréductible, toutes deux définies sur F;,. On dit qu’un morphisme
m: & — C est relativement minimal si, pour toute surface £ projective lisse et géométriquement
irréductible définie sur F, et munie d’un morphisme 7’ : & — C, tout morphisme birationnel ¢ : £ —
&’ qui commute & 7 et 7’ est un isomorphisme.

La relative minimalité d’un morphisme 7 : £ — C' est équivalente & la condition suivante (« critére
de Castelnuovo ») : il n’y a aucune courbe rationnelle d’auto-intersection —1 dans les fibres de 7 (i.e.
il n’y a pas de courbes qui peuvent étre contractées dans les fibres de 7). On peut alors énoncer le
théoréme ci-dessous.

Théoréme 1.1.16. Soit E une courbe elliptique définie sur un corps de fonctions K = F,(C). A
isomorphisme prés, il existe une unique surface £ définie sur F, et munie d’un morphisme w: & — C
avec les propriétés suivantes :

1. & est projective lisse et géométriquement irréductible sur F,
2. 7 est surjectif et relativement minimal,
3. la fibre générique de T est isomorphe d E.

La donnée de £ et du morphisme structurel m : € — C' est appelée modele régulier minimal de E/K.

Remarquons que le morphisme structural 7 : & — C admet une section € : C — & (appelée
section neutre) et que presque toutes ses fibres sont des courbes lisses de genre 1. En outre, il y a une
bijection entre ’ensemble des points K-rationnels sur E et I'ensemble des sections globales s : C — &
de m: & — C (voir [SS10, §3.4]).

La construction d’une telle surface étant assez délicate, contentons-nous de rappeler les grandes
lignes de la preuve. Le lecteur peut consulter [Sil94, Chapter IV, §7], [Liu02, Chapter 9, §9.3] ou
[Con15, §3] pour plus de détails. Citons également [HS00, Chapter A, §9.3] et [Shi90, §1].

Grossieérement, le modeéle minimal est obtenu par désingularisation (éclatements) des points singu-
liers des fibres du modéle de Weierstrass. On écrit une équation de E a coefficients dans K = F (C)
(sous forme de Weierstrass). Apres avoir retiré de C' les points fermés en lesquels le discriminant
A : C — P! de ce modele s’annule, on obtient un ouvert non-vide C’ de C et une surface W lisse,
quasi-projective et munie d’une fibration 7’ : W — C' dont la fibre générique est E/K. Le morphisme
7’ est lisse au-dessus de C’. De plus, 7’ admet une section €’ : C' — W. Au-dessus de chacun des points
x € O’ C (il y en a un nombre fini), on « remplace » la fibre 7=!(z) par une fibre F, convenable
obtenue par éclatement des points singuliers sur 7~1(x). En recollant le tout, on dispose alors d'une
surface projective lisse m : € — C avec les propriétés requises. L’unicité d’une telle surface suit de
résultats généraux sur les modeles minimaux.

Notons enfin que la suite d’éclatements & effectuer sur une fibre singuliere 7—!(x) est donnée
(implicitement) par Ualgorithme de Tate (cf. [Tat75], [SS10, §4.1- §4.6]). Les fibres F,, obtenues sont
classées par types de Kodaira. On pourra se référer & [Ulm11, Lecture 3, §1] ou [SS10, §3.5] pour une
construction explicite du modele régulier minimal.

Soit m : £ — C le modele régulier minimal d’une courbe elliptique E/K. On note S I’ensemble
(fini) des points s € £ qui sont singuliers dans les fibres de 7. Alors £y := £ \.S (munie du morphisme
7y : Ey — C induit par 7) est le modéle de Néron de E/K : tout point K-rationnel sur E se prolonge
en une section C' — &y et la loi de groupe sur E s’étend en un morphisme Ey X Ex — € munissant
En d’une structure de schéma en groupes sur C' ([Art86], [HS00, Chapter A, §9.4], [Sil94, Chapter
V).



66 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Remarque 1.1.17. On peut maintenant donner une autre interprétation de la hauteur différentielle
d’une courbe elliptique. Si E est une courbe elliptique sur un corps de fonctions K = F,(C), on note
m: & = C son modele régulier minimal et € : C' — £ la section neutre de celui-ci. On note Qé/c le

faisceau des 1-formes différentielles relatives de £/C et wp/x = e*Q /¢ son tiré en arriere a C'. Alors
wp/Kk est un faisceau inversible sur C' et 'on peut définir

H(E/K) = qcsws/c,

C’est la « vraie » définition de la hauteur (cf. [HP16, Definition 2.1], [GS95, §4] ou [Szp90, §1]). Celle-ci
se généralise aux variétés abéliennes de dimension plus grande lorsque 1’on remplace « modeéle régulier
minimal » par « modele de Néron ». L’équivalence de ces deux définitions suit d’une adaptation de
[Sil86a, Proposition 1.1].

1.1.6 Nombre de Tamagawa

Soit E une courbe elliptique sur un corps de fonctions K = F,(C). Pour toute place v de K, on
note K, la complétion de K en v et F,, le corps résiduel en v. On choisit un modele entier minimal
de E en v comme & la Section 1.1.3 et on note E, la réduction de ce modéle modulo v : c’est une
courbe cubique plane définie sur F,, (singuliére si E a mauvaise réduction en v). Il y a une application
naturelle de « réduction modulo v » sur les poins 7, : E(K,) = E,(F,) (c’est méme un morphisme
de groupes). On peut alors considérer E, (F,) C E,(F,), le sous-ensemble des points non singuliers
de E,(F,). On note également

Eo(K,) = {P € B(K,) | r,(P) € B, (F) } € E(K.).

Alors Ey(K,) est un sous-groupe d’indice fini de E(K,) (cf. [Sil09, Chapter VII, Theorem 6.1], [Sil09,
Appendix C, Theorem 15.2] ou [Sil94, Chapter IV, Corollary 9.2]). On appelle nombre de Tamagawa
local de F en v, 'indice

co(E/K) = [E(K,) : Eo(K,)] = #(Eo(K,)/E(Ky)).

Pour presque toute place v de K, on a CULE/K) = 1. En effet, si £ a bonne réduction en v, tous les
points de E, sont réguliers et E., (F,) = E,(F,) : il suit immédiatement que ¢,(E/K) = 1. On peut
donc définir :

Définition 1.1.18. Le nombre de Tamagawa (global) de E/K est l'entier

Tam(E/K) = ch E/K),

le produit portant sur toutes les places v de K.

Remarque 1.1.19. Le nombre de Tamagawa local ¢, (F/K) peut aussi étre défini de la fagon suivante.
Soit & nouveau v une place de K et &, — Spec O, le modele de Néron de E v/ K, (ou O, est anneau
local de K en v) et 5 — SpecF, sa fibre spéciale. On note alors 50 la composante neutre de 5 et
Op, = EU/ES le groupe des composantes du modele de Néron en v. Alors ¢, (E/K) vaut

#(I)E,v (]Fv) = #gv (Fv)/gg (Fv)

C’est-a-dire que ¢, (F/K) est le nombre de composantes de la fibre spéciale gv qui sont IF,,-rationnelles.
Voir [Sil94, Chapter IV, Corollary 9.2], [Hin07, §3] ou [HP16, Definition 1.20] pour plus de détails.
Remarquons également qu’il y a une interprétation « volumétrique » de ¢,(E/K) ([Tat75, Theorem
5.2] ou [Groll, Lemma A.4]).

A propos du nombre de Tamagawa local, mentionnons encore le résultat suivant :

Théoréme 1.1.20 (Kodaira-Néron). Soit E une courbe elliptique sur un corps de fonctions K. Pour
toute place v de K, on note A, le discriminant d’un modéle minimal entier de E en v. Alors

e ¢,(E/K)=o0rd, A, =—ord, j(E/K) si E a réduction multiplicative déployée en v,
e ¢,(E/K) € {1,2,3,4} dans tous les autres cas.

Ce Théoreme est démontré en détail dans [Sil09, Chapter VII, Theorem 6.1] ou [Sil94, Chapter
IV, Corollary 9.2 (d)].



1.2. GROUPE DE MORDELL-WEIL 67

1.2 Groupe de Mordell-Weil

1.2.1 Hauteur de Néron-Tate

Soit E une courbe elliptique sur un corps de fonctions K = F,(C). On suppose que E est donnée
par un modele de Weierstrass (1.1). En d’autres termes, on choisit un plongement E < P2 et des
coordonnées sur P2. On peut alors définir la hauteur naive d’'un point P € E(K)~ {0}, de coordonnées
(zp,yp) € K, par

h(P) := 7deg(:vp)’
2
ou degzp est le degré de lapplication rationnelle zp : C — P! On pose également h(O) = 0.
En termes de « Weil’s Height Machine », h est une hauteur de Weil associée au diviseur ample (O)
(rappelons que 2(0) = z*o0). Un fait classique est que h est « presque quadratique », au sens ou
I’application
(P,Q) € E(K) x E(K) = h(P + Q) — h(P) - h(Q)

est bornée ([Sil94, Chapter III, Theorem 4.2]). Posons alors

VP e E(K), hyp(P):= lim ﬁh(Q”-P).

n—oo

La « presque quadraticité » de h garantit la convergence de cette suite et ’on obtient une application
quadratique définie positive hn7 : E(K) — Q (voir [Lan83b, Chapter 5, §3], [Ser97, §3.3, §3.8], [SS10,
Theorem 11.5]) qui ne dépend pas des choix effectués et telle que la différence hyr — h est bornée sur
E(K) (voir [Sil94, Chapter III, Theorem 4.3]).

Définition 1.2.1. L’application hyr E(K) — Q est appelée hauteur de Néron-Tate sur E.

Remarquons que E(K)iors C E(K) est exactement le sous-groupe formé des points P tels que
}ALNT(P ) =0.

Définition 1.2.2. Pour tous points P,Q € E(K), on pose

(P.Q)xr = 5 (e (P+ Q) — e (P) ~ hxr(@))

L’application Z-bilinéaire (-, )nr : E(K) x E(K) — Q ainsi définie est appelée accouplement de
Néron-Tate.

Remarque 1.2.3. 1l est aussi possible de définir 'accouplement (-,-)y7 en termes de théorie de
I'intersection sur la surface minimale 7 : £ — C associée & E. Voir [Shi90, Part T, §2], [SS10, §11.6]
ou [Sil194, Chapter III, §9] (en particulier [Sil94, Chapter III, Theorem 9.3]). On peut alors également
décomposer hy7 en sommes de contributions locales ([Lan83b, Chapter XI, §4]). Entre autres, cette
définition rend tout a fait évident que (P, Q)nr € Q pour tous points P,Q € E(K).

Remarque 1.2.4. Notre normalisation de la hauteur de Néron-Tate differe de celle utilisée par
certains auteurs (notamment [Tat66], [Groll], ...). Suivant [Sil94, Chapter III, §4], [Shi90], [Mil68], ...
nous avons préféré avoir une hauteur a valeurs dans Q plutét que dans (logq) - Q.

Les détails de la construction de hyp peuvent étre trouvés dans [Sil86b, §4], [Sil09, Chapter VIIIL,
§9], [HS00, Chapter B, §5], [Ser97, §3.1, §3.5], [Sil94, Chapter III, §4] ou [Groll, Lecture 1, §4].

1.2.2 Théoréme de Mordell-Weil

S. Lang et A. Néron [LN59] ont généralisé le théoréeme de Mordell-Weil classique au contexte des
courbes elliptiques sur les corps de fonctions.

Théoréme 1.2.5 (Mordell-Weil-Lang-Néron). Soit E une courbe elliptique sur un corps de fonctions
K =F,(C). Alors le groupe des points K -rationnels E(K) est un groupe abélien de type fini.

Ce théoreme s’applique plus généralement a des variétés abéliennes de dimension quelconque sur
un corps finiment engendré sur son corps premier, il faut alors prendre en compte la partie constante
de A/K (la K/k-trace) : cf. article original [LN59]. Donnons simplement quelques idées de la dé-
monstration de ce théoreme : deux approches sont possibles. On peut adapter la preuve classique
du théoreme de Mordell-Weil (pour les courbes elliptiques sur les corps de nombres) : argument se
décompose alors en deux parties. Tout d’abord, on montre que E(K)/mE(K) est fini (pour un certain
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entier m € N* usuellement m = 2) a 'aide d’un groupe de Selmer (« Mordell-Weil faible »). Ensuite,
on conclut par des arguments de descente infinie a I'aide de la hauteur de Néron-Tate.

Une autre approche, plus géométrique (et spécifique au cadre des courbes elliptiques sur les corps
de fonctions) est la suivante : on peut relier E(K) avec le groupe de Néron-Severi NS(E) du modele
régulier minimal 7 : £ — C de E (voir [SS10, §6.3]). Or, le groupe de Néron-Severi d’une surface est
de type fini (c’est le théoréme de la base, voir [Lan83b, Chapter 6], [Mil80, Chapter V, Theorem 3.25]
ou [Con06]). Des considérations géométriques montrent que cet énoncé est équivalent au théoréme de
Mordell-Weil pour E (voir [SS10, Theorem 6.3]). On pourra consulter [Shi90] ou [SS10, §6, §11].

Ces deux preuves sont résumées dans [Ulmll, Lecture 1, §5]. On pourra compulser [Lan83b,
Chapter 6], [Sil94, Chapter III, §2, §6] (en caractéristique 0) ou [SS10, §6.2] pour des détails.

Remarque 1.2.6. Tout comme le théoreme de Mordell-Weil pour les courbes elliptiques sur les corps
de nombres, le Théoreme 1.2.5 est ineffectif. Précisément, la preuve ne donne pas de moyen de calculer
des générateurs de E(K).

Le Théoreme 1.2.5 permet d’écrire le groupe de points K-rationnels de F sous la forme
E(K) ~ 7" 3] E(K)tors7

ol E(K)iors est un groupe fini et 7 € N est un entier, appelé le rang de Mordell-Weil de E sur K
(ou simplement rang), noté dorénavant r = rang F(K). En outre, maintenant que I’on sait que E(K)
admet une « base » finie de générateurs, on peut définir la quantité suivante :

Définition 1.2.7. Soit E une courbe elliptique sur K = Fy(C). On fixe Py,..., P, une Z-base de
E(K)/E(K)tors- Le régulateur de Néron-Tate de E est le déterminant

Reg(E/K) = det(<F)ian>NT)1<i7j<T .

Le régulateur est donc le carré du volume du réseau E(K)/E(K )iors dans E(K)®R. On remarque
aussi que sa valeur ne dépend pas de la Z-base choisie pour le définir (un autre choix de base donne
lieu & une matrice de GL3(Z) de « changement de base », qui est de déterminant £1).

Remarque 1.2.8. Vu notre choix de normalisation de la hauteur de Néron-Tate, le régulateur est
un nombre rationnel strictement positif. En particulier, il n’y a pas de « (log q)ra“gE(K) » dans la
définition de Reg(E/K).

1.2.3 Groupe de Tate-Shafarevich

La définition du groupe de Tate-Shafarevich est tout a fait similaire a sa forme usuelle pour les
courbes elliptiques sur un corps de nombres. La différence principale est que ’on utilise la cohomologie
galoisienne relative & une cloture séparable K®°P du corps de base (et non plus une cléture algébrique).

Soit Gk := Gal(K*®P/K) le groupe de Galois absolu de K. Ce groupe agit sur le groupe E(K*®°P)
par des automorphismes continus. De méme, pour toute place v de K, notant K, la complétion de
K en v, il y a une action continue du groupe de Galois local G, = Gal(K:P/K,) sur E(K,). Il y
a donc des groupes de cohomologie galoisienne H' (G, E(K®°P)) et HY(G,, E(K°P)) correspondant
a ces actions. Pour toute place v de K, il y a de plus une fleche « de restriction » des classes de
cohomologie res, : HY(Gk, E(K*°?)) — H(G,, E(K:P)) (voir [Cas91, §21, §23]). On définit alors :

Définition 1.2.9. Le groupe de Shafarevich-Tate de E/K est le groupe

II(E/K) := ker (Hl(GK, E(K*P)) 1L 15 @, E(Kf,ep))> :

v

Ce groupe III(E/K) mesure en un certain sens une obstruction au « principe local-global ». On
peut en effet en donner une définition équivalente sous la forme : le groupe III(E/K) est formé des
classes d’équivalence d’espaces principaux homogenes H pour E qui sont localement triviaux (i.e. H
a un point K,-rationnel pour toute place v de K). Ceci est détaillé dans [HS00, Chapter C, §4-5] ou
ou [Cas91, §22].

Comme H!(G g, E(K*P)) est un groupe de torsion, le groupe de Tate-Shafarevich III(E/K) est
également de torsion. Cependant, il reste assez mystérieux :

Conjecture 1.2.10 (Shafarevich-Tate). Le groupe III(E/K) est fini.
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Notons que cette conjecture n’est connue que dans un nombre tres limité de cas, dont nous re-
parlerons a la section 1.4.3. Remarquons également que dans tous les cas ou cette conjecture a été
démontrée, elle I'a été via une preuve de la Conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer (Conjecture 1.4.1
ci-dessous).

Remarque 1.2.11. Si le groupe de Tate-Shafarevich d’une courbe elliptique E/K est fini, Goldfeld
et Szpiro ont démontré (c¢f. [GS95, Theorem 15]) que

Ve > 0, #(E/K) <490 H(E/K)'te,

pour peu que l'invariant j de E soit séparable.

1.3 Fonctions zeta et fonctions L des courbes elliptiques

1.3.1 Fonctions zeta des variétés sur un corps fini

Soit X une variété projective et lisse, de dimension d définie sur un corps fini F,. On notera | X|
I’ensemble des points fermés de X, c’est-a-dire les classes de conjugaison sous l’actlon de Gal(F,/F,)
des points de X (FF,). Pour un point fermé x € |X|, le corps résiduel F, de X en x est une extension
finie de Fy : on note degz = [F, : ).

Définition 1.3.1. Soit X une variété projective et lisse définie sur un corps fini F;. On définit la
fonction zeta Z(X/F,,T) de X/F, comme le produit eulérien suivant :

Z(X/F,.T) = [] (1—T%") " e z[T].
z€|X|
Un calcul classique et essentiellement formel montre que la fonction zeta s’écrit aussi sous la forme :
- #X (Fq")
Z(X/F,,T) = —T .
(x/5, 1) e (32 #2

Le point-clé est qu'un point fermé =z € X de degré exactement d donne lieu a exactement d points
[Fja-rationnels sur X (cf. [Hinl0, §2.3], [Ser65]). Notons alors l'identité formelle :

Z'(X[F,,T) dlogZ X/IE‘q,T net
Z(X[FyT) =2 #X(Ep)T

n>1

Pour s € C convenable, on pose ((X/Fy,s) := Z(X/Fy,q~*). La série ((X/Fq,s) s’écrit comme
une série de Dirichlet en ¢—*, qui est convergente dans le demi-plan Re(s) > dim X. Ce dernier point
suit d’une majoration du nombre de points Fyn-rationnels sur X (#X (Fgn) < ¢"4mX suffit).

La fonction zeta Z(X/F,,T) est Pobjet des conjectures de Weil (voir [Wei49]) démontrées par A.
Grothendieck et P. Deligne ([Del74], [Del80]). Fixons une variété projective et lisse X définie sur F,
et de dimension d. La série formelle Z(X/F,,T) est en fait une fraction rationnelle en T' : on peut

I’écrire sous la forme
P1 (T) . P3(T) e Pzd—l(T)

PO(T)""’PQd(T) ’

ol les polynémes P;(T") sont a coefficients entiers de coefficient constant P;(0) = 1. De plus, Py(T) =
1 —T et Pyy(T)=1—-qT. Pour i € [1,d — 1], il existe des entiers algébriques «; ; tels que

Z(X/Fq,T) =

deg P;

P(T) = [] (1= aiyT).
j=1
Les inverses o ; des racines de P; sont des entiers algébriques de module ¢*/? dans tout plongement
complexe (des g-nombres de Weil de poids i). En outre, la fonction zeta Z(X/F,, T vérifie une équation
fonctionnelle :

Z(X/Fq, 1T> +(¢4T)XX)/2 . Z(X R, T), (1.6)

ou x(X) = Z?io(—l)i deg P; est un entier, qu’on peut calculer de fagon « purement topologique ».

Mieux, les polynomes P;(T) sont reliés par : Py_;(T) = P;(q¢~'T).
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Pour la fonction ((X/Fy,s) = Z(X/Fy,q~*), ces résultats se réécrivent comme suit. La fonction
C(X/F,,s) (définie a priori sur le demi-plan Re(s) > d) admet un prolongement méromorphe & C. De
plus, elle satisfait & une équation fonctionnelle pour s + d — s. Les poles de ((X/F, s) sont situés sur
les droites Re(s) € {0,1,...,d} et ses zéros sont situés sur les droites Re(s) € {1/2,3/2,...,d —1/2}.
Ce dernier point est ’analogue de 'hypothése de Riemann pour ((X/F, s).

La preuve des conjectures de Weil est basée sur une interprétation cohomologique de Z(X/F,, T).
Sil'on note X = X XF, F,, le groupe de Galois Gal(F,/F,) agit sur X. Pour un nombre premier ¢ # p,
il y a des espaces de cohomologie étale Hi, (X, Q,) associés fonctoriellement & X/F, : nous les noterons
H!(X). Ce sont des Qg-espaces vectoriels de dimension finie et ils sont munis d’une action continue
induite par I’action sur X du Frobenius Frq : @ — 29, le générateur topologique de Gal(E/ F,). Dans
le cas ot X est projective et lisse, cette action est semi-simple. De plus, H*(X) = 0 lorsque i < 0 ou
1 > 2d. Avec les notations ci-dessus, on a

Py(T) = det (1 - Fr; - T | H' (X))

et les racines inverses o, ; € Z de P;(T) sont les valeurs propres de Fry agissant sur H!(X). Voir
[Mil80, Chapter VI| pour les preuves de ces théorémes. Nous renvoyons le lecteur a [Hinl0, §2.3],
[Kat81, §I-§I1], [Ulm11, Lecture 0, §3- §4].

1.3.2 Cas particuliers des courbes

Les résultats de la section précédente s’écrivent de la fagon plus simple dans le cas ot X = C est
une courbe.

Théoréme 1.3.2 (Weil, Grothendieck, Deligne). Soit C' une courbe algébrique lisse et projective,
définie sur un corps fini F,. Soit g le genre de C. Alors,

(1) La fonction zeta Z(C/F,,T) est une fraction rationnelle en T :

_ L(CJF,,T)
Z(C/F,,T) = 1-1T)1—qT)

ou L(C/F,,T) est un polynéome d coefficients entiers, de degré 2g et de coefficient constant 1.
(2) La fonction zeta Z(C/F,,T) vérifie une équation fonctionnelle :

Z(C[Fq, T) = (qT*)*~" - Z (C/Fq, (¢T)7") - (1.7)
(3) Il existe des entiers algébriques o, ..., aaq tels que
29
L(C/F,,T) = H 1—a;T)
et o; est de module \/q dans tout plongement complexe. L’ensemble des {au, ..., azg} (avec mul-

tiplicités) est stable par a — q/a.

La preuve des conjectures de Weil dans le cas des courbes est bien antérieure au résultat de
Deligne. Elle est due & F.K. Schmidt, H. Hasse (pour g = 1) et A. Weil. En termes de ((C/F,,s) =
Z(C/Fy, q—*), ces résultats impliquent que s — ((C/Fy,, s) admet un prolongement méromorphe a C,
qui satisfait une équation fonctionnelle pour s <» 1 — s; la fonction ((C/F,, s) ainsi prolongée a des
poles simples en s = 0 et s = 1 et ses zéros sont situés sur la droite Re s = 1/2. Le théoréme ci-dessus
permet de déduire :

Corollaire 1.3.3 (Weil). Soit C une courbe algébrique lisse et projective de genre g, définie sur un
corps fini Fy. Il existe des entiers algébriques o, ...,y de module |oy| = /q dans tout plongement
complexe tels que,

Vnz1, #CFp)=q¢"+1—(af +af+-- +ab,).
En particulier, on a

[#C(Fgn) — " — 1] < 294"

La fonction ((C/Fy,s) a donc des péles simples en s € li?q - Z et ses zéros sont sur la droite
Res = 1/2. En particulier,

Remarque 1.3.4. Il y a un lien entre la fonction zeta (de Weil) de la courbe C' et la fonction zeta
(de Dedekind) de son corps de fonctions K = F,(C) (voir [Ros02, Theorem 5.9]).
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Remarque 1.3.5. La fonction zeta ((C/F,, s) a un podle simple en s = 1, de résidu

h
lim (s —1)¢(C/Fq, 5) = m

N 2 . . .
ou hy = Hji 1 (1 — o) s’interpréete comme un « nombre de classes » : hy, est le nombre de points

F,-rationnels sur la jacobienne Jac(C') de C.

Exemple 1.3.6. Détaillons un cas particulier important. Soit £ une courbe elliptique définie sur IF,.
Comme E est de genre 1 la fonction zeta Z(E/F,,T) de E est de la forme :
(1—-aT)(1—aT)

A—T)(1—qT) °

Z(E[Fy,T) =

oll a est un entier algébrique de module |a| = /g dans tout plongement complexe. En particulier,
VneN* #EFpq)=¢"+1-(a"+a")=q¢"+1—-ag(n),

oil ag(n) est un entier. Ce dernier vérifie donc 'inégalité |ap(n)| = |a™ +a@"| < 2¢™/2. Sous cette
forme, 'hypothése de Riemann pour les courbes elliptiques est équivalente au Théoreme de Hasse
(¢f. Théoréme 1.3.9 ci-dessous). A chaque (classe d’isomorphisme de) courbe elliptique E/F, est ainsi
attaché un entier ap = a + @ tel que ag € Z N [-2,/q,2,/q]. Réciproquement, si F; = ¥, la théorie
de Honda-Tate (voir [WM71]) donne des conditions sur un entier a dans l'intervalle [-2,/p, 2,/p] pour
qu'il existe une courbe elliptique E/F, telle que a = ag (et donc #E(F,) =p+1—a).

Terminons ce paragraphe en rappelant I'identité ci-dessous (« de changement de base »).
Proposition 1.3.7. Soit C' une courbe projective lisse de genre g définie sur IF,. Soit

29

L(C/Fy,T) = [J(1 = ai - T)

i=1
le numérateur de la fonction zeta Z(C/F,,T). Pour toute extension finie Fyn /Fq, on a

2g

L((C xz, Fgn)/Fgn,T) = [[(1 = o - T).

=1

1.3.3 Fonction L d’une courbe elliptique

Soit E une courbe elliptique définie sur un corps de fonctions K = Fg(C). On note B(E/K)
I’ensemble fini des places de K en lesquelles E a mauvaise réduction. Comme ci-avant, pour toute
place v de K, on note d, le degré de v et F, le corps résiduel de K en v (de cardinal ¢, = ¢%).
Pour toute place v, on désigne par E, la courbe définie sur F, dont un modele est la réduction en v
d’'un modele entier et minimal en v de E/K (E, est une cubique plane, non nécessairement lisse). La
fonction L de E/K est définie de fagon analogue a la fonction L d’une courbe elliptique sur un corps
de nombres, par des « décomptes locaux de points » : pour toute place v de K, on définit un entier
a, comme suit :

¢y +1—#E,(F,) si E abonne réduction en v

1 si F a réduction multiplicative déployée en v
a. =
Y -1 si F a réduction multiplicative non déployée en v
0 si F a réduction additive en v.

Quelque soit le type de réduction de F en v, entier a, satisfait a, = ¢, + 1 — #E,(F,) (voir [Ulm11,
Lecture I, §8], [Sil09, Appendix C, §16]).
Ces entiers a, sont 'ingrédient principal de la définition des facteurs locaux de la fonction L :

Définition 1.3.8. Soit E une courbe elliptique sur K = F,(C). Pour toute place v de K, dont on
note d, le degré, on pose

Lo(E/K,T) = {1 — a,T% + ¢% -T?% i E a bonne réduction en v,

1 —a,T% sinon.
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La fonction L de E/K, notée L(E/K,T), est alors définie comme le produit eulérien de ces facteurs
locaux :

L(E/K,T) =[] L.(E/K,T)"" € Z[[T]),
le produit portant sur toutes les places v de K. De facon équivalente, on a
LE/KT) = ] (-aT% +q¢1*%) " ] (1—a,T%")"
vgB(E/K) veB(E/K)
Rappelons alors le Théoréme (voir [Sil09, Chap. V, Thm 1.1] ou [Groll, Lecture 2, §1-§2]) :

Théoréme 1.3.9 (Hasse). Soit v ¢ B(E/K) une place de bonne réduction, alors l’entier a,, satisfait

|av| < 2v/40.

Ainsi, les racines o, et @, du polynéme P(T) = 1 — a,T + q,T? sont dans un corps quadratique
imaginaire. De plus, si Fyn /T, est l'unique extension de degré n de F,,, on a

#HEF ) =q) +1— (' +a,").

Pour s € C convenable, on pose L(E/K,s) := L(E/K,q ®) : c’est une série de Dirichlet & co-
efficients entiers en ¢~°. Ce Théoréme permet de montrer que L(E/K,s) est convergente dans le
demi-plan Re(s) > 3/2.

Noter que la fonction L de E détermine E & isogénie prés (c’est une conséquence du théoréme de
Tate sur les endomorphismes des courbes elliptiques sur les corps finis). Renvoyons le lecteur a [Groll,
Appendix C] pour plus de détails.

Remarque 1.3.10. On peut aussi définir L(E/K,T) comme fonction L d’Artin d’une représentation
galoisienne. On procéde comme suit (voir [IS00, Chapter F, §4.1], [Ulm11, Lecture 0, §5.2]). On fixe un
nombre premier £ # p et on définit le module de Tate ¢-adique de E par Ty(E) := Liiln%oo E(K®P)[M],
ainsi que Vy(E) := T;(E)®z,Qq. Ce dernier est muni d’une action Qg-linéaire continue de Gal(K*°P /K)
et celle-ci induit une représentation

pp.e : Gal(K*P /K) — GL(Vi(E)) ~ GLa(Qy).

On définit alors ([Ulm11, Lecture 4, §1.3, §2.2])

-1

(Ve(B))™) ™,

L(E/K,T) := [ det (1 - pge(Fr,) - T

le produit portant sur toutes les places de K. On a noté Fr, le Frobenius en v et I, le groupe d’inertie
de Gal(K®P/K) en v. Cette définition se généralise aux variétés abéliennes de dimension supérieure.

Dans le cadre des courbes elliptiques sur les corps de fonctions, résumons les propriétés majeures
de L(E/K,T) en un théoréeme, dii & Grothendieck, Deligne, Raynaud, ...

Théoréme 1.3.11 (Grothendieck, Deligne, Raynaud, ... ). Soit E une courbe elliptique sur un corps
de fonctions K = F,(C). On notera gc le genre de C.
e La fonction L(E/K,T) est une fraction rationnelle a coefficients entiers en T,

e Son degré vaut

bp/k :=deg L(E/K,T) = deg N (E/K) + 4g¢c — 4, (1.8)
e FElle satisfait a ’équation fonctionnelle suivante :
1
L(E/K,T) = +(qT)°*'* - L <E/Kv 2T) ’
q

De plus, si E n'est pas une courbe constante, L(E/K,T) est un polynéme en T.

e Les racines inverses 3; de L(E/K,T) sont de module |5;| = q dans tout plongement compleze.

Une partie de ce théoreme a été démontrée par Grothendieck (voir [Gro95]) au moyen de la
cohomologie étale. La rationalité de L(E/K,T) résulte alors de l'existence d’une formule de points
fixes de Lefschetz, I’équation fonctionnelle se déduit de la dualité de Poincaré. Un bon résumé de la
preuve se trouve dans [Ulm11, Lecture 1, §9], pour plus de détails, on peut consulter [Groll, Appendix
D] ou [Mil80, Chapter VI, §13]. L'« hypothése de Riemann », i.e. Passertion sur le module des racines
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de L(E/K,T), a été démontrée par Deligne. Enfin, la formule donnant le degré de L(E/K,T) comme
fraction rationnelle en T est due & Raynaud [Ray95] : c’est un calcul de caractéristique d’Euler-
Poincaré pour un faisceau en cohomologie étale. Noter que le calcul du degré peut se faire de facon
élémentaire, voir [Hal06, Corollary 5].

En termes de la fonction s — L(E/K,s) = L(E/K,q™*), ce théoreme donne les résultats sui-
vants : L(E/K, s) admet un prolongement méromorphe & C (et méme holomorphe si E/K n’est pas
constante), elle satisfait & une équation fonctionelle pour s — 2 — s et ses zéros sont situés sur la droite
Re(s) = 1. En particulier, L(E /K, s) est méromorphe dans un voisinage de s = 1.

Ceci permet de définir un nouvel invariant de E/K : son rang analytique rang,, E(K) donné par

rang,, E(K) = ords—1 L(E/K,s) = ordp_,— L(E/K,T).
On peut de plus définir la quantité suivante :

Définition 1.3.12. Soit E une courbe elliptique définie sur K = F4(C). On appelle valeur spéciale
de L(E/K,T) (ou simplement de E/K) en T = ¢!, le réel L*(E/K,1) défini par 1’évaluation en
T=q"!de

L(E/K,T)

(1—qT)’

o r = ordp_,-1 L(E/K,T). Ainsi défini, L*(E/K, 1) est un nombre rationnel non nul.

L*(E/K,T) :=

Remarque 1.3.13. La définition de la valeur spéciale ci-dessus n’est peut-étre pas la plus standard.
En effet, on a plutét ’habitude de définir la valeur spéciale comme : le premier coefficient non nul
dans le développement de Taylor de L(E/K,s) ens=1:

L(E/K,s)=L" - (s—1)" +o((s—1)") (s —1).

Comme (1 — ¢'=%) ~ (s — 1) - logq (lorsque s — 1), notre définition est équivalente & la version
usuelle, & un facteur (logq)” pres. Nous préférons éviter 'apparition de facteurs irrationnels. Ce choix
est cohérent avec la normalisation choisie de la hauteur de Néron-Tate. Entre autres, la conjecture
« forte » de Birch et Swinnerton-Dyer ((BSD 3) dans la Conjecture 1.4.1 ci-dessous) s’écrit alors
comme une égalité entre deux nombres rationnels.

Remarquons également que, si E/K n’est pas constante, la fonction L(E/K,T) est un polyndéme
a coefficients entiers, divisible par (1 — ¢7")" (ot r = ordy—,-1 L(E/K,T)). Par suite, le polynéme
L*(E/K,T) défini ci-dessus est lui-méme & coefficients entiers et la valeur spéciale L*(E/K, 1) est un
élément de Z[g™1].

Par ailleurs, ’hypothése de Riemann pour L(FE/K,T) implique que la valeur spéciale L*(E/K, 1)
est strictement positive . En effet, comme les zéros de s — L(E/K,s) sont tous de partie réelle
Re(s) = 1, la fonction z € R — L(E/K,x) ne s’annule pas sur |1,4o00] et est donc positive sur
cet intervalle (puisque, par définition, L(E/K,z) est positif pour tout & €]3/2,+oc]). De méme,
x v+ L(E/K,z)/(x —1)" est positive sur x €]1,+0o0] : & la limite lorsque 2 — 17, on voit donc que
L*(E/K,1) est positive (elle est non nulle par construction).

1.3.4 Calcul pratique

Soit E une courbe elliptique non isotriviale sur un corps de fonctions K = F¢(C). En général, on
sait dire peu de choses sur L(E/K,T) sans la calculer explicitement comme un polynéme en 7T'. Nous
proposons deux approches pour calculer la fonction L d’une courbe elliptique E définie sur K = F,(C).

Premiére approche Notons 7 : £ — C' le modele régulier minimal de £/K. On notera B ’ensemble
des points fermés v € C pour lesquels la fibre 7=1(v) est singuliere.
Un calcul essentiellement formel relie alors les fonctions zeta de € et C & la fonction L(E/K,T) :

Z(C/JF,, (C/F,,qT)
LK. 1) = 2 5) /q S EA)
( / veEB
ou f,(T) est une fraction rationnelle & coefficients entiers, dépendant du type de Kodaira de la fibre de
7 : & — C au-dessus de v. On trouvera les expressions explicites des différentes f,(T) possibles dans
le formulaire de [Ulm11, Lecture 3, §6]. Un calcul différent, plus axé sur la géométrie de la surface
elliptique & — C, est effectué dans [Shi92].
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Le probleme de calculer L(E /K, T') se rameéne donc, si Z(C/F,, T') est connue, & expliciter Z(E/F,,T).
Or, la fonction zeta de la surface £/F, s’écrit sous la forme :

P(T) - P1(qT)

ot Pi(T) € Z[T] est un polynéme dont les racines réciproques sont de module \/q et P»(T') € Z[T]
est un polynéme dont les racines réciproques sont de module ¢ (voir [Tat66], ou [Shi92, §2]). D’apres
I'interprétation cohomologique de la fonction zeta Z(E/F,,T), on a

Py(T) =det (1 —Frj-T|H'(E)) et Py(T)=det(1-Fr, T|H*E)),

ol I'on a noté H'(&) le i-itme groupe de cohomologie étale HE, (€, Q¢) et Fr I'endomorphisme de H(£)
induit par I’action du Frobenius sur £. Pour préciser plus avant les polynomes P;(T) et Py(T), on a
besoin d’une description explicite de la surface £/F,. Citons trois situations favorables :

— Si § = X; x X3 est un produit de courbes projectives et lisses X7, Xo définies sur F,, alors la
formule de Kiinneth [Mil80, Chapter VI, Theorem 8.5] permet de « décomposer » 'action de Fr;
sur H'(S) en termes de son action sur les espaces H%(X;) et H*(X3) (a,b € {0,1,2}). On peut
alors exprimer Z(S/F,,T) en fonction de Z(X;/F,,T) et Z(Xo/F,,T).

— Si S est une surface donnée comme un quotient S’/G d’une surface sous 'action d’un groupe
fini abélien G agissant par F,-automorphismes (i.e. I'action de G commute & celle de Fr, sur S,
alors G agit sur H(S’) par des automorphismes Q,-linéaires et on a (voir [Mil80, Chapter III,
Theorem 2.20])

H'(S) = H(S'/G) ~ H/(S')C.
Ce qui permet en théorie d’exprimer Z(S/F,,T') en fonction de Z(S'/F,,T).

— Si &’ est obtenue par n éclatements en des points Fy-rationnels a partir d’une surface S/F,,
alors

det (1 —Fr, - T | H'(S')) = det (1 — Fr} - T'| H'(S))
et det (1 —Fr) - T | H*(S')) = (1 —¢T)" - det (1 — Fr; - T | H*(S)).

Voir [Mil80, Chapter V, Proposition 3.11]. Il s’ensuit que Z(S’/F,,T) = (1—¢T)~"-Z(S/F,, T).

Par suite, si le modéle régulier minimal d’une courbe elliptique E/K est donné comme désingula-

risation du quotient d’un produit de courbes sous ’action d’un groupe fini, la combinaison des trois

techniques ci-dessus permet de donner explicitement Z(E/F,,T). Un tel calcul est mené & bien dans

[Occl2, §2 -§3] ou dans [Ulm02, §3, §7]. L’inconvénient majeur de cette approche est la nécessité de
construire le modele régulier minimal, ce qui peut s’avérer délicat.

Seconde approche On peut également revenir a la définition de L(E/K,T) comme une série
génératrice. Rappelons que

L(E/K, T) = H(l _ adeegv +qu2degv)71 . H(l _ adeegv)fli
vgB vEB

On peut alors démontrer les deux lemmes suivants :

Lemme 1.3.14. Soit E une courbe elliptique définie sur un corps de fonctions K = F,(C). Pour
toute place v de K, de degré d,, on note E, la réduction modulo v d’un modéle entier et minimal de
E enwv (cf. Section 1.1.3). On pose alors

ay, +a, st E a bonne réduction en v (voir Théoréme 1.3.9),

v — (o + 1 - Ev IFU =
a q #E,(Fy) {O,:tl sinon (voir Définition 1.3.8).

Alors, pour tout n € N*, notant F,n [’extension de F,, de degré n, on a

ST (Fyn) = @ +1—(a?+a,") si E a bonne réduction en v,

e qy +1—ay st E a mauvaise réduction en v.
Démonstration. Si E a bonne réduction en v, I'identité a démontrer est une conséquence directe du
Théoréme de Hasse (Théoréme 1.3.9). Si F a mauvaise réduction, une analyse des trois cas possibles
(réduction additive, réduction multiplicative déployée, réduction multiplicative non déployée) permet
de conclure. O
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Lemme 1.3.15. Soit E une courbe elliptique définie sur K =Fq(t) = Fy(P'). Pour tout point fermé
7 € P!, auquel correspond une place v, de K, on note E, la réduction d’un modéle entier minimal de
E en v.. Pour tout n € N* et tout 7 € P1(Fyn), on pose

A(1,q") == q" + 1 = H#E(Fygn).

Alors la fonction L de E vérifie lidentité formelle suivante :

log L(E/K,T)=>_"| Y A(r,q") %

n=1 \r€P!(F,n)

Démonstration. On pourra également consulter la premiére partie de la preuve de [CHU14, Theorem
3.2.1]. On note B C P! I'ensemble fini des places de K ot E a mauvaise réduction. Par définition,

L(E/]:{7 T) = H(l _ adeegv + qdegvTQdegv)fl . H(l _ adeegv)—l.
vgB veB

Pour toute place v de K, on note d,, le degré de v, F,, son corps résiduel et g, = g% = #F,. D’apres
le Lemme précédent, pour toute place v de K et toute extension Fgn /F, , on a

HE(Fyn) = {qﬁ +1— (o +@,™) siE abonne réduction en v,
v qy) —

g +1—ay si I/ a mauvaise réduction en v.

On développe alors formellement le produit eulérien définissant L(E/K,T) et on réarrange les termes.
Sauf mention du contraire, les sommes ), portent sur 'ensemble des places de K.

log L(Eq/K,T) =Y —log (1 — 0, TU")(1 — @ T9E")) + Y~ —log(1 — a, T")
vgB veB

Ny (e m") it :
_szj"”degv_;rzz?j—mdegq

vgBn=1 veEBn=1

- i (@ +@") s i @ o degv
y@Bn:l n veEBn=1 n

q, +1— #Ev (Fq”) d > qy +1— #Ev (Fq") d
v/ pndegv v/ pndegv
- > -

n=1 v

3
Il
-

qndegv +1— #E,U(]Fqndegv)
n

" degv

NERIN
-

3
I
—

Z q" +1- #EU(qu)Tm
m/degv

M

1

3
I

v
tq. degv|m

SIS demv (g7 41— #B ()
m=1

v tq.
degv|m

Soit m € N*, & une place v de K de degré d = degv divisant m correspond une Gal(F,/F,)-orbite de
points 7 € P}(F,m) et cette orbite est de cardinal degv. Ainsi, & m fixé, on a

> degv- (¢"+1—#E,(Fyr)) = Y (¢"H1—#E(Fpn)) = > A(r,q™).
dv tq" Tep! (]qu) TePt (]qu)
eguv|m

Ce qui conclut la preuve du Lemme. O

Nous privilégions dans nos calculs cette seconde approche, plus élémentaire.
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1.4 Conjectures de Birch et Swinnerton-Dyer

La conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer est une des conjectures majeures dans 'arithmétique
des courbes elliptiques (et plus généralement, des variétés abéliennes) sur les corps globaux. Sur les
corps de nombres, seuls quelques cas sont connus (voir par exemple [Sil09, Appendix C, §16.5], [HS00,
Conjecture F.4.1.6]). C’est la raison pour laquelle ce travail se concentre sur les courbes elliptiques sur
les corps de fonctions en caractéristique positive, ou il est « facile » de dégager des familles infinies de
courbes elliptiques vérifiant la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer. Nous parlons de quelques-unes
de ces familles dans la Section 1.4.4.

1.4.1 Enoncé des conjectures de Birch et Swinnerton-Dyer

Soit E une courbe elliptique sur un corps de fonctions K = F,(C). Dans ce contexte, ’énoncé
des conjectures de Birch et Swinnerton-Dyer est diit & J. Tate [Tat66, Conjecture (C)]. La conjecture
« faible » de Birch et Swinnerton-Dyer relie le comportement analytique de la fonction L(E/K,T)
(construite & partir d’invariants locaux de E) au groupe de Mordell-Weil (un invariant global) :

ordr—,—1 L(E/K,T) = rang E(K).
La conjecture « forte » relie alors la valeur spéciale de L(E/K,T) en T = q~! & des invariants
arithmétiques de E/K.

Conjecture 1.4.1 (Birch et Swinnerton-Dyer). Soit E une courbe elliptique sur un corps de fonctions
K =T,(C). On désigne par gc le genre de C. Alors
(BSD 1) La fonction L(E/K,T), vue comme une fraction rationnelle en T, a un zéro en T = q~* de
multiplicité égale au rang de E(K). Autrement dit, on a
rang F(K) = rang,,, F(K) = ordp—,1 L(E/K,T).

(BSD 2) Le groupe de Tate-Shafarevich II(E/K) est fini (Conjecture 1.2.10).
(BSD 3) La valeur spéciale L*(E/K,1) s’exprime de la fagon suivante :

(#E(K)tors) ?

Les quantités du membre de droite ont été définies plus haut.

qlfgc
H(E/K)

Remarque 1.4.2. Ces conjectures sont parfois appelées « la conjecture de Birch et Swinnerton-
Dyer ». Pour plus de détails sur I’énoncé de celle(s)-ci dans ce contexte ou celui des variétés abéliennes
sur les corps de fonctions, nous renvoyons la lectrice & [Tat66], [Ulm11, Lecture 1, §10 - §11], [Groll,
Lecture 2, §4], [Oes90, §3], [Gor79, §1.1] [Hin10, Conjecture 4.5] ou [HP16, §2]. Remarquons que
[Tat66, Conjecture (C)] est énoncée en termes géométriques, c’est-a-dire & 1’aide du modéle régulier
minimal & — C de la courbe E/K.

Noter également que nos normalisations de la hauteur de Néron-Tate (Définition 1.2.1) et de la
valeur spéciale (Définition 1.3.12) permettent d’écrire (BSD 3) comme une égalité entre nombres
rationnels (voir [HP16, Remark 2.5]).

Remarque 1.4.3. Observons la forte analogie de (BSD 3) avec la « formule des classes de Dirichlet »
donnant le résidu de la fonction zeta d’un corps de nombres k/Q (c¢f. [Lan94, Chapter VIII, §2,
Theorem 5], [RV99, Chapter 7, Theorem 7.2.1], [Hin10, Theorem 4.3] par exemple). Plus précisément,
soit k/Q un corps de nombres de degré n et d’anneau des entiers O, : on note r; (resp. r2) le nombre
de plongements réels (resp. complexes) de k, hy, = #C£(O},) son nombre de classes, R, = Reg(O}) son
régulateur des unités, pr = G, (Ok )tors le groupe des racines de I'unité de k et Ay la valeur absolue du
discriminant (absolu) de k. Soit également (i (s) la fonction zeta de Dedekind de k, prolongée grace a
son équation fonctionnelle en une fonction méromorphe sur C. Alors (i (s) a un pole simple en s = 1,

de résidu
hy - Ry 1

<2 (2m)"2 .
H# 1k VAL
D’aprés son équation fonctionnelle, la fonction (i (s) a un zéro d’ordre r =11 + 19— 1 = rang((’),:) en
s =0 et la formule des classes (1.9) peut se réécrire sous la forme :

i S6(8) _ hwe Ri

s—0 " H# ik

Le lecteur peut consulter [HS00, Remark F.4.1.7], [Hin10, §5.2] pour plus de détails sur cette analogie
et ses limites.

ress—1(k(s) = 21—%(8 —1)-C(s) = (1.9)
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Remarque 1.4.4. La fonction L d’une courbe elliptique E/K est un invariant de la classe de
K-isogénie de E, c’est donc aussi le cas de la valeur spéciale L*(E/K,1). Cependant, les termes
Reg(E/K), #11I(E/K), H(E/K), ... qui apparaissent dans la conjecture (BSD 3) sont (individuelle-
ment) seulement des invariants de la classe de K-isomorphisme de F : ils peuvent varier au sein d’une
classe d’isogénie. Néanmoins, le produit du membre de droite de (BSD 3) est bien un invariant de la
classe de K-isogénie de E (voir [Cas65], [Tat66, Theorem 2.1]).

1.4.2 Conjecture de Tate

Les conjectures de Birch et Swinnerton-Dyer pour les courbes elliptiques sur les corps de fonctions
en caractéristique positive ont un pendant géométrique, que nous énongons ici. J. Tate a en effet éga-
lement proposé une conjecture plus générale et plus géométrique (voir [Tat65] et [Tat94]) concernant
les surfaces sur les corps finis.

Soit S une surface projective et lisse définie sur Fy. On note NS(S) son groupe de Néron-Séveri, le
groupe des diviseurs sur S modulo la relation d’équivalence numérique (c¢f. [Ulm11, Lecture 2, §3.3],
[Gor79, §4]). Le théoréme de la base ([LN59], [Gor79, Corollary §4.3] [Lan83b, Chapter 6], [Con06])
affirme que NS(S) est un groupe de type fini : on note r = rang NS(S) son rang. Soit par ailleurs
Z(S/F4, T) la fonction zeta de la surface S/F, (voir Section 1.3.1). Vue comme une fraction rationnelle
enT, Z(S/F,,T) aunpoleen T =g ' et 'on a:

rang NS(S) < —ordp—,-1 Z(S/F,, T). (1.10)

Voir les discussions de [Ulm11, Lecture 2, §9] et [SS10, §14.6]. On peut maintenant énoncer (une partie
de) la conjecture de Tate (parfois appelée « conjecture T2 ») :

Conjecture 1.4.5 (Tate). Soit S une surface projective et lisse, définie sur F,. On a
rang NS(S) = —ordyp—,-1 Z(S/F,, T).

Nous renvoyons le lecteur & [Tat94], [Gor79, §1.1], [Ulm11, Lecture 2, Conjecture 9.2] pour de plus
amples commentaires. La plupart des progres en direction de la conjecture de Birch et Swinnerton-
Dyer sont liés a la conjecture de Tate. Dans la suite du présent travail, nous aurons besoin de disposer
de situations ou les conjectures de Birch et Swinnerton-Dyer sont vraies inconditionnellement, il nous
semble donc opportun de rappeler quelques faits a propos de la conjecture de Tate.

Théoréme 1.4.6. Soit C1,Cy deux courbes projectives et lisses définies sur Fq. Alors la conjecture
de Tate est vraie pour la surface S = C; x Cs.

Voir [Ulm11, Lecture 2, Theorem 12.1], le point important de la preuve est le théoréme de Tate

sur Paction du groupe de Galois Gal(F,/F,) sur les modules de Tate des jacobiennes de Cy et Cs.

Théoréme 1.4.7. Soit S et S’ deux surfaces projectives et lisses définies sur F,. On suppose qu’il
existe un morphisme dominant f : S — S’. Si la conjecture de Tate est vraie pour S, alors elle est
vraie pour S’.

Voir [Ulm11, Lecture 2, Proposition 11.1]. Il s’ensuit que :

Corollaire 1.4.8. Soit S et S" deux surfaces projectives et lisses définies sur Fy. On suppose que S
et S" sont birationnelles. Alors la conjecture de Tate est vraie pour S si et seulement si elle I’est pour

S/
La conjecture de Tate est en outre vérifiée par certaines surfaces explicites :

Théoréme 1.4.9 (Shioda). Soit 6 € N* un entier premier a q et co,...,c3 € FX. La conjecture de
Tate est vraie pour la surface de Fermat F); C P* définie sur F, par

Fho co-al+er-ad+co-al+ez-ad=0.

Le lecteur peut se reporter a [SK79, Theorem I] ou [Ulm11, Lecture 3, §10]. La démonstration est
basée sur la structure « inductive » des variétés de Fermat : plus précisément, on peut montrer ([SK79,
Lemma 1.1]) qu’il existe une application rationnelle dominante Fy x Fy --» F§, ot Fy et F» sont deux
courbes de Fermat définies sur IF,. Les Théoremes 1.4.6 et 1.4.7 permettent alors de conclure.
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1.4.3 Faits généraux sur les conjectures de Birch et Swinnerton-Dyer

Un certain nombre de résultats positifs sont connus a propos de la conjecture de Birch et Swinnerton-
Dyer pour les courbes elliptiques sur les corps de fonctions. Premierement, contrairement a la plupart
des courbes elliptiques sur les corps de nombres, le prolongement analytique de la fonction L est connu
(c’est le Théoréme 1.3.11) et Iinégalité ci-dessous est toujours vraie (voir [Tat66], [Mil75]) :

rang E(K) < rang,,, E(K) = ordp—p L(E/K,T). (1.11)
Le résultat général le plus récent en direction de la Conjecture 1.4.1 s’écrit :

Théoréme 1.4.10. Soit E une courbe elliptique définie sur un corps de fonctions K = F,(C). Alors
les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) rang,,, E(K) =rang E(K) (i.e. (1.11) est une égalité),
(it) WI(E/K) est fini,
(#ii) 1l existe un nombre premier £ (€ = p est autorisé) tel que HI(E/K)[¢(*] de II(E/K) est fini.

De plus, si l'une de ces conditions est satisfaite, les conjectures (BSD 1), (BSD 2) et (BSD 3) sont
vraies.

Ce théoréme est la combinaison de travaux de J. Tate [Tat66], J. Milne [Mil75] et K. Kato, F.
Trihan [KT03] (pour un historique plus détaillé, voir [HP16, Remark 2.4]). Entre autres, ce résultat
implique qu’il suffit de vérifier la conjecture « faible » de Birch et Swinnerton-Dyer (I’égalité entre rangs
analytique et algébrique) pour démontrer la conjecture « forte ». Voir [Ulm11, Lecture 3, Theorem 8.1],
[HP16, §2] et les références qui s’y trouvent. Citons a présent deux corollaires utiles de ces travaux,
dont on trouvera les preuves dans [Tat66], [Mil75], [Gor79, Theorem §6.1] ou [Ulm11, Lecture 3,
Theorem 8.1].

Théoréme 1.4.11. Soit E une courbe elliptique sur un corps de fonctions K. Si L/K est une ex-
tension finie et si la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer est vraie pour Er /L, alors elle est vraie
pour E/K.

Théoréme 1.4.12 (Gordon). Soit E une courbe elliptique sur un corps de fonctions K, on note
7 : & — P son modéle régulier minimal. La conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer est vraie pour
E/K si et seulement si la Conjecture de Tate est vraie pour E/Fy.

Nous utiliserons en fait uniquement 'implication « Conjecture de Tate pour £ = Conjecture de
Birch et Swinnerton-Dyer pour E ». Par ailleurs, la véracité de la Conjecture 1.4.1 pour une courbe
elliptique E/K ne dépend que de la classe de K-isogénie de E (que cette isogénie soit de degré premier
a p ou non, cf. [Tat66, Theorem 2.1]).

En combinant les résultats connus sur la conjecture de Tate et le Théoreme 1.4.12, on obtient :

Théoréme 1.4.13 (« Domination by a Product of Curves »). Soit E une courbe elliptique sur un
corps de fonctions K = Fy(C), dont on note m: € — C' le modéle régulier minimal. On suppose qu’il
existe une application rationnelle dominante

Cl X 02 -——> 5,

ot Cy et Cy sont deux courbes projectives et lisses définies sur Fq. Alors les conjectures de Birch et
Swinnerton-Dyer sont vraies pour la courbe E/K.

Consulter [Ulm11, Lecture 3, Theorem 9.1] pour plus de détails. A Taide de ce Théoréme, nous
pouvons énoncer plusieurs cas dans lesquels la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer est connue.

1.4.4 Cas connus des conjectures de Birch et Swinnerton-Dyer

Il existe plusieurs situations dans lesquelles la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer est vraie
pour une courbe elliptique E/K. Citons-en trois, qui nous seront utiles dans la suite de ce travail.
Dans tous ces cas, le point-clé est de démontrer que le modeéle régulier minimal 7 : £ — C de E/K
vérifie la conjecture de Tate (Théoréme 1.4.12).
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Courbes isotriviales

Théoréme 1.4.14 (Milne). Soit E une courbe elliptique isotriviale sur un corps de fonctions K.
Alors la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer est vraie pour E/K.

Démonstration. D’aprés le Théoreme 1.4.11, il suffit de démontrer que la conjecture de Birch et
Swinnerton-Dyer est vraie pour les courbes elliptiques constantes (puisqu’une extension finie de K
rend constante une courbe elliptique isotriviale). Or si E est constante, il existe une courbe elliptique
Ey définie sur F, telle que £ = Ey X, F,(C). Le modele régulier minimal = : & — C est alors un
produit de courbes, nommément £ = Ey x C, et la conjecture de Tate est connue pour ces surfaces.
On pourra consulter [Mil68] pour une preuve détaillée (ou [Groll, Lecture 3, §2] pour un résumé). O

En particulier, la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer compléte est vraie si E/K est une
courbe elliptique constante. Passons maintenant en revue deux constructions de courbes elliptiques
non isotriviales vérifiant les conjectures de Birch et Swinnerton-Dyer (c¢f. [Ulml1l, Lecture 1, §12]
[Groll, Lecture 3, §3]).

Construction de Shioda Soit IF, un corps fini de caractéristique p. Considérons un polynéme en
trois variables f € F,[X1, X2, X3] qui est la somme d’exactement 4 monémes non nuls :

_ ain ay 2 a1,3 az 1 az 2 az,3 as i as 2 as,3 aq.1 aq 2 a4,3
f=cr- XPUXTEXEY 4og - XPPUXPRXT g XIPP XS XG4y - XPUL XG0 XS,

ot les coefficients ¢; € Iy sont non nuls et a; ; € N. Pour tout ¢ € {1,2,3,4},on pose a;4 =1 —a;1 —
a; 2 — a; 3 et Ay la matrice carrée formée avec les a; ; :

Af = [ai’j]lgi)j<4 S M4(Z)

Soit alors d(f) := |det Af| € N : noter que d(f) ne dépend ni de l'ordre des variables X;, ni des
coefficients ¢; € F;*. On dit que f satisfait la condition de Shioda si d(f) # 0 mod p. L’intérét de cette
construction réside dans le Théoreme ci-dessous [Ulm11, Lecture 1, Theorem 12.4] :

Théoréme 1.4.15 (Ulmer, Shioda). Soit E une courbe elliptique définie sur K = Fy(t). On suppose
que E est birationnelle a une courbe affine plane Cy C A? définie sur K par

Cr: f(t,X,Y)=0,

ou f € Fylt, X, Y] C K[X,Y] est la somme d’exactement 4 mondmes non nuls et satisfait la condition
de Shioda. Alors la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer est vraie pour E [F(t).

Démonstration. On pourra consulter [Ulm1l, Lecture 3, §10] pour une preuve détaillée : celle-ci
consiste essentiellement a utiliser le Théoreme 1.4.13 avec le Théoreme 1.4.9 de Shioda. O

Remarque 1.4.16. Soit f1 € F,[t, X, Y] un polynéme satisfaisant la condition de Shioda. Pour tout
entier d premier & ¢, on pose f4(t, X,Y) := f1(t%, X,Y). Alors f; est la somme de 4 mon6mes non nuls
et satisfait la condition de Shioda (voir [Ulm11, Lecture 3, Exercise 10.1]). On obtient un exemple de
« Domination by a Product of Curves in a Tower ».

Noter que cette construction est relativement « rigide », au sens ou varier les coefficients du 4-nome
f ne change pas la classe de F,(¢)-isomorphisme de la courbe E; correspondante.

Construction de Berger Plus récemment, L. Berger [Ber08] a dégagé une nouvelle classe de
courbes elliptiques sur K = Fy(t) pour lesquelles la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer est
vraie :

Théoréme 1.4.17 (Berger). Soit E une courbe elliptique définie sur K = F,(t). On suppose que E
est birationnelle & une courbe projective X C P! x P! définie sur K, dont une équation affine est

X: flz)=t"g(y),

ot f et g sont deux fonctions rationnelles sur P! et d € N* est premier a p. Alors la conjecture de
Birch et Swinnerton-Dyer est vraie pour E/F4(t).

La lectrice est invitée a consulter [Ber08, Theorem 2.3] ou [Ulm13] pour la preuve de ceci (dans un
cadre plus général). Une esquisse de démonstration se trouve dans [Ulm11, Lecture 3, §11], [Ulm11,
Lecture 5, §1]. La forme spécifique de la courbe X/F,(¢) assure une « Domination by a Product of
Curves in a Tower » pour E.

Plus récemment encore, R. Pries et D. Ulmer [PU14, Corollary 3.1.4] ont démontré :
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Théoréme 1.4.18 (Pries-Ulmer). Soit E une courbe elliptique définie sur K = F,(t). On suppose
que E est birationnelle d une courbe projective Y C P! x P! définie sur K, dont une équation affine
est

Yo flx) = Alt) = g(y),
ou f, g sont deuz fonctions rationnelles sur P* et A € F,[t] est un polynéme additif séparable. Alors
la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer est vraie pour E/F(t).

1.5 Estimations diophantiennes

Avant d’entamer la description précise du ratio de Brauer-Siegel, présentons une série de résultats
de nature « diophantienne » donnant des encadrements d’invariants associés a des courbes elliptiques.

1.5.1 Majoration de la torsion

Soit E une courbe elliptique définie sur un corps de fonctions K = F,(C). Une conséquence
immeédiate du théoréme de Mordell-Weil (Section 1.2.2) est que le sous-groupe de torsion E(K )iors €St
un groupe fini. Se pose alors naturellement la question d’en élucider la structure, ou plus simplement
d’en majorer l'ordre en fonction d’invariants de E/K. Dans cette direction, D. Goldfeld et L. Szpiro
[GS95, Theorem 13] ont obtenu :

Théoréme 1.5.1 (Goldfeld-Szpiro). Soit E une courbe elliptique non constante sur un corps de
fonctions K = F,(C). On note gc le genre de C, p® le degré d’inséparabilité de j(E/K): C — P! et
fe/Kk le degré du conducteur N(E/K). Alors :

2
#E(K )ors < max {16(q —1)%, <6pe ) W-i-f;n;/}() } .

fe/K
En fait, on peut méme donner une borne « uniforme » pour #E (K )tors :

Théoréme 1.5.2. Soit K =F,(C) le corps des fonctions d’une courbe C de genre gc. Il existe une
constante Ty, o > 0 ne dépendant que de gc et de q telle que, pour toute courbe elliptique E définie
sur K, on a

1 g #E(K)tors < Tgc,p-

Ceci se démontre facilement dans le cas ou E est isotriviale puisqu’alors un point de torsion
correspond a une section constante de 7 : & — C' :

#E(K)tors = #E(Fq) < (\/a"" 1)2'

Dans le cas général, on pourra consulter [Poo07] pour argument basé sur la gonalité des courbes
modulaires (ou [Ulm11, Lecture 1, §7]).

Remarque 1.5.3. Pour le probléme qui nous intéresse (cf. Section 1.6), nous pourrions nous contenter
d’une majoration de la forme :

Ve >0, 1<#E(K)s < H(E/K)°.

1.5.2 Majoration du nombre de Tamagawa

Soit E une courbe elliptique sur un corps de fonctions K. Nous aurons besoin (c¢f. Section 1.6)
d’une majoration du nombre de Tamagawa Tam(E/K) en termes de la hauteur H(E/K).

Théoréme 1.5.4. Soit E une courbe elliptique sur un corps de fonctions K = F,(C). On note gc le
genre de C. Le nombre de Tamagawa global de E est majoré de la facon suivante :

Ve >0, Tam(E/K) <k, H(E/K)®,
ot la constante implicite est effective et ne dépend que de €, q et gc.

C’est un cas particulier de [HP16, Theorem 6.5] si ’on suppose que la caractéristique de K est > 5
ou que E a réduction semi-stable en toute place de K. Le Théoréme [HP16, Theorem 6.5] concerne
de fagon bien plus générale les variétés abéliennes A sur un corps de fonctions K (sous I’hypothese
que p > 2d + 1 ou que A/K a partout réduction semi-stable). La preuve en est assez délicate, méme
dans le cas ou A est une jacobienne. Nous donnons ci-dessous une preuve élémentaire dans le cas des
courbes elliptiques (sans hypothese spécifique sur la semi-stabilité ou la caractéristique). Celle-ci ne
se généralise pas a des variétés abéliennes de plus grande dimension.
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Démonstration. Soit E une courbe elliptique sur un corps de fonctions K = F (C) fixé. Nous noterons
g = gc le genre de C. Pour démontrer le Théoréme, il suffit de prouver que, lorsque H(E/K) — +oo,

log Tam(E/K) = o(log H(E/K)).

Par définition de la hauteur, on a log H(E/K) = 1olg2q - deg Apin(E/K), il suffit donc de démontrer
que, lorsque deg Ay (E/K) — 400,

log Tam(E/K) = o( deg Apin(E/K)).

C’est donc vers la preuve de cette derniere inégalité que nous nous tournons. Notons que nous
utilisons ici le fait que la hauteur différentielle de E s’exprime en fonction de deg Apin(E/K), un
invariant qui n’a pas d’analogue pour les variétés abéliennes de dimension plus grande. Soit v une
place de K de degré degv : pour alléger les écritures, posons ¢, = ¢,(E/K) le nombre de Tamagawa
local de E en v et 6, = ord, A, la valuation v-adique d’un discriminant minimal de E en v (voir
Section 1.1.3). Enfin, nous désignons par B Iensemble des places de K en lesquelles E' a mauvaise
réduction et D = deg Anin(E/K) =3, 6, degv. On peut supposer que B est non vide, i.e. que D > 0
(sinonm, il n’y a rien & démontrer). D’apres U'inégalité arithmético-géométrique, on a

1
Oglog'ﬁzm(E/K):Zbgcv < #B - log <#3.ch> . (1.12)
veB veEB
Commengons par remarquer que
D ey <5-degApin =5-D. (1.13)
veEB

En effet, pour toute place v € B de mauvaise réduction, le théoréme de Kodaira-Néron (Théoréeme
1.1.20) montre que

¢y < max{4,ord, A,} <4+ ord, A, <5-ord, A, =50, <50, -degv

et il ne reste qu’a sommer sur v € B pour obtenir (1.13). Remarquons que, si la caractéristique de K
est > 5 ou si E/K est semi-stable, on a méme ¢, < ord, A, = 6,. De (1.12), nous tirons que :

log Tam(E/K) < #B - log (;Z;) . (1.14)

Il s’agit maintenant de comparer #5 a D. Pour ce faire, introduisons un parametre Y > 0 a fixer
ultérieurement et séparons #8B =) 1 en deux parties :

#Bg#{velﬂGvdegvgY}+#{v€B|HvdegUEY}.

Le deuxieme terme se majore facilement car 6, degv > Y si et seulement si 1 < 8 ‘;fg” :
0, - degv 1 deg Apin D
>, 1< ) TSy fdegu=—pi =g
vEB tq. vEB tq. vEB
0, degv>Y 0, degv>Y

Passons donc a la majoration du premier terme. On a

Z 1<#{U€B|GvdegvgY}g#{veB|degv§Y}§#{v |degv<Y}.

vEB tq.
6, degv<Y

Or, Panalogue du Théoréme des Nombres Premiers pour les corps de fonctions (voir [Bru92, Proposi-
tion 6.3] ou [Ros02]) implique l'existence d’une constante Sk > 0 (ne dépendant que de go et de q)
telle que

vne N, |#{v| degv=n} - L < B g
n
De plus, on peut choisir Sx = (2. +1)/(1 — ¢~ '). On en déduit (assez grossierement) que

#{v |degv <Y} <4(ge+1)-q¥.
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Par conséquent, on a

#B<4(gc+1)-qy+9

v
Choisissons & présent Y > 0 tel que ¢¥ = %. La majoration ci-dessus s’écrit alors :
D logq-D D D

#B < 4(ge +1) -

< 12(g9c +1)logq - = VK - (1.15)

logD  logD +loglog D log D logD’
ot 'on a posé vx = 12(gc + 1)logq. A l'aide de (1.14), on peut & présent conclure la preuve du
Théoreme. Soit € > 0, distinguons deux cas :

— Ou bien #B < § auquel cas la minoration triviale #8 > 1 conduit a

log 5
-D- (1 .
( i logD>
Pour D > 5, nous avons donc log Tam(E/K) < e - D.
— Ou bien #B > § logD et lon utilise la majoration (1.15). Ce qui entraine que

logD’

log Tam(E/K) < #B - log <#l;> #B -log (5D) <

w\m

log Tam(E/K) < #B - log <#%> < : (log(l()/s) logIOgD> )

log D log D

Pour D suffisamment grand (disons D > dj), on a également log Tam(E/K) < e- D.
Ainsi, pour tout € > 0, il existe 6 = max{5,do} € N* (ne dépendant que de ¢, q et g¢) tel que

logTam(E/K) < € - deg Amin (E/K)

pour toute courbe elliptique E/K avec deg Apin(E/K) > §. Ce qu'il fallait démontrer. O

1.5.3 Majoration du rang

Soit K = F,(C) un corps de fonctions sur F,, on note gc le genre de la courbe C. Si E est
une courbe elliptique sur K, on peut s’attacher & majorer le rang de E(K) en termes du conducteur
N(E/K) ou de la hauteur H(E/K) de E. 1l existe deux telles bornes : celles-ci sont démontrées de
facon « analytique » a partir de 'inégalité

rang E(K) < ordp—,—1 L(E/K,T).

La premiére borne est basée sur le fait que ordp_,—1 L(E/K,T) < deg L(E/K,T) : on a

4 i F/K
rang E(K) < { go si E/K est constante (1.16)

4gc — 4+ deg N(E/K) sinon.

Cette majoration est « géométrique » : la quantité majorante n’est pas affectée par une extension
finie k/F, du corps des constantes. Mais, pour différentes extensions k/Fy, & la fois E(k(C)) et la
fonction L(E/k(C),T) peuvent varier beaucoup. Ceci suggére de chercher une borne « arithmétique »
qui serait sensible aux extensions k(C')/F,(C).

Théoréme 1.5.5 (Brumer). Soit E une courbe elliptique sur le corps des fonctions K =TF,(C) d’une
courbe C de genre gc. On note fg /i le degré de son conducteur N(E/K). Alors le rang du groupe de
Mordell-Weil E(K) est majoré par

(49c —4+fp/K) ( fe/K - (logq)? )
2logfe Kk logg +0 V4 - (logfek)?

rang E(K) < (1.17)

la constante implicite ne dépendant que de q et de g¢.

Nous renvoyons la lectrice a [Bru92, Proposition 6.9] pour la preuve de ce Théoréme, basée sur 'uti-
lisation des formules explicites de Weil. Ce théoréme est un analogue (inconditionnel) de la majoration
(conditionnelle) de J.-F. Mestre [Mes86, Proposition II.1] du rang des courbes elliptiques sur Q. La
borne (1.17) est bien meilleure que la majoration « géométrique » (1.16) lorsque fz,x = deg N'(E/K)
est « grand » devant q.
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Remarque 1.5.6. Contrairement au cas des courbes elliptiques sur les corps de nombres, on connait
des courbes elliptiques E définies sur K = Fy(t) dont le rang est arbitrairement grand. Autrement dit,
il existe des familles infinies & de courbes elliptiques E/F,(t) telles que

limsup rang E(F,(t)) = +o0.
Ec&
H(E/K)—o0

Le premier tel exemple est dii a I. Shafarevich et J. Tate : il s’agit d’une famille de courbes
elliptiques isotriviales (voir [TS67]). Le premier exemple de courbe elliptique non isotriviale dont le
rang est arbitrairement grand est dit & D. Ulmer [Ulm02]. On pourra également consulter [Ulm1l4al]
pour un autre exemple (dont nous reparlerons). Ces exemples montrent de fait que la majoration
(1.17) est optimale lorsque deg N (E/K) — oo.

Signalons de plus que [Ulm07b, Theorem 4.7] permet, sous des hypotheses faibles, de démontrer
que de nombreuses familles de courbes elliptiques sur F,(t) sont de rang non borné. Ce phénomene
de « rang non borné » semble méme relativement « courant » sur les corps de fonctions (¢f. [Ulm11,
Lecture 4, Theorem 3.1.1]).

1.6 Ratio de Brauer-Siegel des courbes elliptiques

Pour conclure ce chapitre préliminaire, nous introduisons le principal objet d’étude de cette these
et décrivons les problématiques liées. Nous renvoyons le lecteur & I'Introduction (ainsi qu’a [Hin07] et
[HP16]) pour un exposé plus détaillé des motivations & considérer le ratio de Brauer-Siegel des courbes
elliptiques.

1.6.1 Rappels sur le théoreme de Brauer-Siegel

Soit k/Q un corps de nombres de degré n = [k : Q]. On note Ay, la valeur absolue de son discri-
minant. Alors les deux grands théorémes de finitude de la théorie algébrique des nombres permettent
de définir deux invariants arithmétiques importants :

e le groupe C4(Oy,) des classes d’idéaux de k est fini. On note hy = #CL(O)) son ordre, le nombre de
classes de k.

e le groupe des unités de k, noté O, est un groupe de type fini. On peut définir Rj, = Reg(O}), le
régulateur des unités de k.

Se pose naturellement la question d’encadrer ces deux quantités hy et Ry en termes de Ay (le degré
n de k étant un invariant trop grossier). De tels encadrements sont en général difficiles & obtenir :
pour contourner en partie cette difficulté, on forme le produit hy - Ry, : il s’avere que celui-ci est plus
controlable (en termes de A) que les quantités hy ou Ry prises individuellement. En effet :

Théoréme 1.6.1 (Brauer-Siegel). Lorsque k parcourt une famille de corps de nombres, dont le degré
n=[k: Q] est fixé et avec A — 00, on a

Ve >0, AYPTC < by Ry <. AP

Ce théoréme a été démontré par Siegel pour la famille des corps quadratiques (voir [Sie35]) et
par Brauer dans le cas général (voir [Brad7]). On pourra consulter [Lan94, Chapter XVI] pour une
preuve compléte, ou [Hinl0, Lecture 5] pour une esquisse détaillée. La preuve du Théoréme 1.6.1 est
généralement découpée en trois parties (par ordre de complexité croissante). Tout d’abord, au moyen
de la formule des classes (Remarque 1.4.3), on relie hy - Ry, au résidu de la fonction zeta (i (s) en s =1,
noté resy. Encadrer hy - R, comme ci-dessus revient alors a obtenir, par des méthodes analytiques, un
encadrement de la forme

Ve >0, A.° < res, < A (1.18)

On commence par prouver la majoration dans (1.18), ce qui est relativement aisé. Il est méme possible
(cf. [Sie69]) d’écrire une majoration effective et explicite :

n—1
res; < 4 (nfl> ~(log Ap)" ! L e AF.
La minoration de (1.18), elle, est nettement plus difficile & démontrer : il faut « contourner » (par
l’absurde) la présence éventuelle de zéros de (i (s) dans I'intervalle [1 — ¢/log Ay, 1[, qui sont & méme de
faire diminuer la taille du résidu resy. La minoration du Théoreme 1.6.1 est par conséquent ineffective.
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1.6.2 Définition de Bs(E/K)

Suivant [HP16, Definition 1.2], posons la définition suivante.

Définition 1.6.2. Soit E une courbe elliptique définie sur un corps de fonctions K = F,(C), on
suppose que son groupe de Tate-Shafarevich III(E/K) est fini. On définit alors son ratio de Brauer-
Siegel par
lo II(E/K) - Reg(E/K
Bo(7) ) o 128 G/ ) Rog(B/1)
log H(E/K)

Le ratio de Brauer-Siegel d'une courbe elliptique n’a de sens que si ’'on suppose que le groupe de
Tate-Shafarevich de celle-ci est fini (¢f. Conjecture 1.2.10). D’apres [KT03] (voir Théoréme 1.4.10),
la finitude du groupe de Tate-Shafarevich II(E/K) est équivalente aux conjectures de Birch et
Swinnerton-Dyer pour E/K.

Comme on 'a expliqué en détail dans I'Introduction de cette these, cet invariant nait principale-
ment de la volonté de savoir a quel point la majoration

Ve > 0, #I(E/K) -Reg(E/K) <. H(E/K)'*¢ (1.19)

conjecturée par Lang est optimale (voir [Lan83a, Conjecture 1]). L’enjeu est donc d’obtenir un enca-
drement du ratio de Brauer-Siegel : une majoration de celui-ci par 1+¢ permet de démontrer I'inégalité
(1.19) et une minoration par 1 — ¢ donnerait que (1.19) est « optimale ».

Remarque 1.6.3. On peut, plus généralement, donner un sens au ratio de Brauer-Siegel d’une variété
abélienne A définie sur un corps de fonctions K = F,(C), pour peu que son groupe de Tate-Shafarevich
II(A/K) soit fini (cf. [HP16, Definition 1.2]). C’est d’ailleurs a ce niveau de généralité que se placent
Hindry et Pacheco dans [HP16] : les résultats de cet article cités ci-dessous pour les courbes elliptiques
valent également pour des variétés abéliennes de dimension plus grande.

Plus généralement encore, ce ratio pourrait aussi étre défini pour une variété abélienne sur un
corps de nombres (voir [Hin07]).

1.6.3 Lien avec la valeur spéciale

Pour étudier le ratio de Brauer-Siegel Bs(E/K) d’une courbe elliptique E/K (variant dans une
famille), nous ferons un usage constant du lien qui existe entre celui-ci et la valeur spéciale L*(E/K, 1)
de la fonction L de E/K.

Proposition 1.6.4. Soit & une famille de courbes elliptiques définies sur un corps de fonctions
K =TF,(C) fizé. On suppose que toutes les courbes elliptiques E € & vérifient la conjecture de Birch
et Swinnerton-Dyer (voir Section 1.4.4). Alors, lorsque H(E/K) — oo,

log L*(E/K,1)

Bs(E/K) =1+ log 7 (E/K) +o(1),

la constante implicite ne dépendant que de q et gc, le genre de C.

Démonstration. Soit E € & une courbe elliptique. 11 suffit de supposer que E/K satisfait & la conjec-
ture de Birch et Swinnerton-Dyer « faible » pour qu’elle vérifie la conjecture « forte » (c¢f. Section
1.4.3). Auquel cas, la valeur spéciale de la fonction L de E/K s’exprime sous la forme :

E/K) -Reg(E/K)

qlfgc
H(E/K)

T

L*(E/K,1) = #II( -Tam(E/K) -
(#E(K)tors)

En passant au logarithme et en divisant par log H(E/K), on obtient que

log L*(E/K,1) f(E/K)
log H(E/K) log H(E/K)’

Bs(E/K) =1+

ott I'on a posé f(E/K) = 2log #E(K )tors — log Tam(E /K ) — log ¢! 79¢. Pour terminer la preuve de la
Proposition, il faut vérifier que % = 0(1) est bien un terme d’erreur. Ceci est une conséquence

des encadrements exposés a la Section 1.5. En effet, il existe une constante T 4., telle que, pour toute
courbe elliptique E/K on a (cf. Théoreme 1.5.2)

1 g #E(K)tors < Tq,gc-
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En outre, d’apres le Théoreme 1.5.4, on a
0 < log Tam(E/K) = o(log H(E/K)),
la constante implicite ne dépendant que de g et g¢o. Par suite, lorsque H(E/K) — oo, on a

Agge f(E/K) Bygc
N e B(B/K) S s HE/K) < log HE/K)'

ol Ag g = (9c —1)logq et By g, = 2logTy g + Aq,g- sont des constantes ne dépendant que de ¢ et
du genre de C. Par conséquent, f(E/K) = o(log H(E/K)) et on a bien la relation recherchée. O

Si lon fixe un corps de fonctions K, la taille de la valeur spéciale L*(E/K,1) de la fonction L
d’une courbe elliptique E/K (qui vérifie la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer) gouverne donc la
taille du ratio de Brauer-Siegel Bs(E/K) de celle-ci.

1.6.4 Conjectures et résultats connus

Soit K = F,(C) un corps de fonctions. En relation avec I’algorithme conjectural proposé par Manin
([Man71, Chapter II, §11]) pour calculer effectivement une base du groupe de Mordell-Weill E(K)
d’une courbe elliptique, Lang ([Lan83a, Conjecture 2]) a conjecturé la majoration suivante : si E est
une courbe elliptique sur K dont le groupe de Tate-Shafarevich III(E/K) est fini,

Ve > 0, #II(E/K) -Reg(F/K) <. H(E/K)'™=.

La conjecture originale de Lang concerne uniquement les courbes elliptiques définies sur Q, mais son
extension & un corps de base plus général est immédiate (voir [Hin07, (5.6)] ou [HP16, Remark 1.14]).
Une fois traduite en termes de ratio de Brauer-Siegel, cette conjecture s’écrit :

Conjecture 1.6.5 (Lang, Hindry). Soit K un corps de fonctions et E une courbe elliptique définie
sur K. Si E/K a un groupe de Tate-Shafarevich fini, on a

Bs(E/K) <1+ 0(1), (1.20)
lorsque H(E/K) — oo.

Guidé par I'analogie avec le théoreme de Brauer-Siegel classique, il est naturel de se demander si
une minoration du méme ordre de grandeur est vraie : i.e. a-t-on

1-o(1) <Bs(E/K)?  (H(E/K) — o) (1.21)

C’est la conjecture « optimiste » initialement proposée par Hindry (voir [Hin07, Conjecture 5.5]).
Cependant, son auteur indique (¢f. [HP16, Observations 1.15 (b)]) ne plus croire en la véracité de
celle-ci en général. Pour I’heure, il semble plus prudent d’avancer :

Conjecture 1.6.6 (Hindry). Soit K un corps de fonctions et E une courbe elliptique définie sur K.
St E/K a un groupe de Tate-Shafarevich fini, on a

0+o0(1) < Bs(E/K), (1.22)
lorsque H(E/K) — oc.

Nous reviendrons & la Section 1.6.6 sur des heuristiques qui suggérent que (1.21) est méme « bien
trop optimiste » au sens fort suivant (voir [HP16, Conjecture 1.3]) :

Conjecture 1.6.7 (Hindry). Soit K un corps de fonctions. Lorsque E parcourt la famille de toutes
les courbes elliptiques sur K (on suppose que leur groupe de Tate-Shafarevich est fini), on a

0 = liminf Bs(E/K). (1.23)

Autrement dit, la minoration (1.22) de la Conjecture 1.6.6 ne peut pas étre améliorée en général.

Les deux Conjectures 1.6.5 et 1.6.6 ont été démontrées conditionnellement a la finitude du groupe
de Tate-Shafarevich (voir les preuves de [HP16, Theorem 1.10] et [HP16, Corollary 1.13]). Pour énoncer
ce résultat, nous introduisons la notation suivante : si K = Fy(C) est un corps de fonctions, ¢,k
désigne la famille de toutes les courbes elliptiques définies sur K, ordonnée par hauteur croissante.
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Théoréme 1.6.8 (Hindry - Pacheco). Soit K = Fy(C) un corps de fonctions fizé. On suppose que
HI(E/K) est fini pour toute E € &k (ou, de fagcon équivalente, que la conjecture de Birch et
Swinnerton-Dyer est vraie pour toute E € & ). Alors

0 < liminf Bs(E/K) < limsup Bs(E/K) < 1.
BE&l) Besl

Nous présenterons a la Section 1.6.5 une esquisse de la preuve de ce théoréme. Les auteurs montrent
également (voir [HP16, Theorem 7.12]) que I'inégalité tout & droite est optimale : Hindry et Pacheco
exhibent une certaine famille infinie &y de courbes elliptiques définie sur K = F,(t) qui vérifie incon-
ditionnellement

limsup Bs(E/K) = Elméla Bs(E/K) = 1.

Ecé& €éo
© H(E/K)—o0

Plus explicitement, ils prouvent :
Théoréme 1.6.9 (Hindry - Pacheco). Soit F, un corps fini de caractéristique p > 5 et K = Fy(t).
Pour tout entier d > 1 premier d p, on considére la courbe elliptique Eq définie sur K par le modéle

de Weierstrass affine
Eq: Y?+XY =Xt

Le groupe de Tate-Shafarevich II(Eq/K) est fini. De plus, on a limgy_,oo Bs(Eq/K) = 1. En d’autres
termes, lorsque d — oo,

log (#111(Ey/K) - Reg(Ea/K)) ~ log H(E4/K) ~ k’gq -d.

Cette famille de courbes elliptiques fournit le premier exemple inconditionnel ou il est possible de
démontrer que le ratio de Brauer-Siegel a une limite et que cette limite vaut 1. La famille des courbes
E; ci-dessus avait déja été étudiée en détail par Ulmer [Ulm02], qui a démontré que les courbes
E, vérifient la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer (via la construction de Shioda, ¢f. Théoréme
1.4.15). Ce qui implique la finitude de III(E;/K) pour tout d € N* premier & ¢ (voir Théoréme 1.4.10).

1.6.5 Esquisse de la preuve du Théoréme 1.6.8

Comme on ’a expliqué ci-avant (Proposition 1.6.4), la preuve d’un encadrement du ratio de Brauer-
Siegel d’une courbe elliptique E/K vérifiant les conjectures de Birch et Swinnerton-Dyer peut se faire
en encadrant la valeur spéciale L*(E/K, 1) de la fonction L associée & E/K. Fixons dans cette section
un corps de fonctions K = F,(C) et notons gc le genre de la courbe C. Pour toute courbe elliptique
E définie sur K, rappelons que la fonction L(E/K,T) est une fraction rationnelle en T (et méme un
polynéme en T si E/K n’est pas constante) de degré deg L(E/K,T) noté by i = degN(E/K) +
4gc — 4 (voir Théoréme 1.3.11). Il sera commode d’écrire d’abord des encadrements de la valeur
spéciale L*(E/K,1) en termes de bg,x plutot qu’en termes de H(E/K).

On peut d’abord démontrer un « encadrement trivial » de la valeur spéciale (la minoration sera
dite « de Liouville »).

Proposition 1.6.10 (Hindry - Pacheco). Soit K = F,(C) un corps de fonctions et E une courbe
elliptique définie sur K. La valeur spéciale L*(E/K,1) de la fonction L associée ¢ E admet U'enca-
drement :

_logg _ log|L*(E/K,1)|
2 = bp/ K
lorsque bp i = deg L(E/K,T) — oc.

< (1+0(1)) - log2, (1.24)

Démonstration. Contentons-nous de démontrer ceci lorsque la courbe E/K n’est pas constante et ren-
voyons la lectrice & la preuve du [HP16, Lemma 7.1] pour le cas général. La valeur spéciale L*(E /K, 1)
est, par définition, la valeur en T = ¢~! du polynéme L*(E/K,T) (cf. Définition 1.3.12). Ce dernier
est a coeflicients entiers et son degré vaut

deg L*(E/K,T) = deg L(E/K,T)  ran(E/K) < bp .

Rappelons la « remarque de Liouville » suivante : si L*(T') est un polynome & coefficients entiers
de degré b alors, ou bien L*(¢g~!) = 0 ou bien ¢* - L*(¢~!) € Z~{0}. Cette remarque donne dans un
premier temps que

|g®=/ - L*(E/K,1)| > 1.
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En utilisant 1’équation fonctionnelle satisfaite par L(E/K,T) (c¢f. Théoréme 1.3.11) et donc également
par L*(E/K,T), la minoration ci-dessus peut étre améliorée en

V’E/K*’1
q

2 J L*(E/K,1)| > 1.

D’ou la minoration donnée dans la proposition, en passant au logarithme. Pour prouver la majoration,
on utilise le fait que la fonction L de E/K vérifie 'hypothése de Riemann (cf. Théoréme 1.3.11) :
on peut fixer des entiers algébriques 8 (j = 1,...,bg k), de valeur absolue ¢ dans tout plongement
complexe, tels que

be K

LE/KT) =[] 0-8;-T).

j=1

On utilise alors, sur chacun des facteurs, I'inégalité triangulaire : |1 — 8; - ¢~ <1+ (8] - |q| ™ = 2.
D’ot la seconde inégalité recherchée car ordre d’annulation de L(E/K,T) en T = ¢~ est négligeable
devant b, = deg L(E/K,T) (d’aprés la majoration du rang de Brumer [Bru92]; Théoréme 1.5.5).
Plus précisément, notant Z I’ensemble des indices j tels que 8; = ¢, on a

B/ 5 ) = | T] (1= 85 a7Y)| < 2t #2 < gemnrolonsn),
i¢z
ou #Z =ordp—g1 L(E/K,T) = r4n(E/K). O
Si E/K est une courbe elliptique vérifiant la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer, on déduit
de cet encadrement (et de la Proposition 1.6.4) que

12 -log2

— < <
5 0(1) < Be(B/K) <1+ =

o(1) (lorsque H(E/K) — o0).

En effet, il est aisé de « traduire » I’encadrement (1.24) ci-dessus en un encadrement de L*(E/K, 1)
en termes de H(FE/K) : d’aprés le Théoréme 1.3.11 et la Remarque 1.1.14, on a

12
bp/k = deg N (E/K) 4+ 4gc — 4 < deg Anin(E/K) 4+ 49c = Togq ‘log H(E/K) + 4g¢

<q.g0 log H(E/K),
la constante implicite ne dépendant que de g et du genre g¢ de C.
Pour compléter la preuve du Théoreme 1.6.8, il faut a présent améliorer a la fois la majoration et

la minoration. De ces deux points, la majoration est la plus simple a obtenir : avec des méthodes
standards d’analyse complexe, Hindry et Pacheco démontrent (c¢f. [HP16, Theorem 7.5]) :

Proposition 1.6.11 (Hindry - Pacheco). Soit K = F,(C) un corps de fonctions et E une courbe
elliptique définie sur K. Il existe une constante Sx (ne dépendant que de K ) telle que

log |L*(E/K,1)| < K'loglong/K — o(1),
bg/K logbg, K
lorsque bp x = deg L(E/K,T) — oo .
De cette majoration plus forte, on déduit que log |L*(E/K,1)|/log H(E/K) < o(1) et que
Bs(E/K) <0+ o(1) (lorsque H(E/K) — o0).

Cette majoration est donc suffisante pour démontrer la Conjecture 1.6.5 de Lang si E/K vérifie la
conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer.

Cependant, les méthodes analytiques ne suffisent pas, en général, pour améliorer la minoration
« triviale » de Bs(E/K). Un joli argument diophantien (cf. [HP16, Proposition 7.6]) permet tout de
méme de conclure la preuve du Théoréme 1.6.8 :
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Proposition 1.6.12 (Hindry - Pacheco). Soit K un corps de fonctions et E une courbe elliptique
définie sur K. Alors,

logReg(E/K)

0=ol) S e hE/K)

(lorsque H(E/K) — 00).

Nous ne reproduisons pas ici la preuve de [HP16, Proposition 7.6], préférant renvoyer le lecteur a
cette référence. Notons cependant que l'inégalité est inconditionnelle, On peut alors utiliser la majo-
ration triviale log Reg(E/K)/log H(E/K) < Bs(E/K) (qui, elle, est conditionnelle a la conjecture de
Birch et Swinnerton-Dyer) et obtenir la minoration recherchée de Bs(E/K) :

0—0(1) < Bs(E/K) (lorsque H(E/K) — o0).

Remarque 1.6.13. Mentionnons une approche alternative pour démontrer la Proposition 1.6.12
(suggérée par Ulmer). Il s’agit de montrer que pour toute courbe elliptique E/K, on a

Ve > 0, Reg(E/K) >. H(E/K)™°.

Pour une telle courbe E/K, on note 7 : £ — C son modele régulier minimal. Pour toute place v de
K, on note ®, I'ensemble des composantes irréductibles de la fibre 77 1(v), E? € ®, la composante
neutre et f, = #®,. On peut alors définir F, le sous-groupe de NS(&) engendré par ®, ~ {E%} : c’est
un groupe libre de rang f, — 1. On peut alors restreindre la forme d’intersection sur £ a F, : soit d,
le discriminant de cette forme bilinéaire restreinte (et on pose §, =1 si f, = 1). Alors 4, vaut 1 pour
presque toute place v de K. Avec ces notations, on a [Ulm14a, Proposition 9.1]

Reg(E/K) i Hv Oy
(#E(K)tors)2

11 est aisé de voir que la minoration souhaitée de Reg(E/K) suit de la majoration

€ Z~ {0}.

ve>0, ][], < H(E/EK)",

majoration que 'on pourrait montrer en adaptant la preuve du Théoreme 1.5.4, apres étude au cas
par cas de la valeur de §, en fonction du type de réduction de E en v (cf. la classification des réseaux
F, possibles dans [SS10, §6.2-§6.5]).

Remarque 1.6.14. A l'aide de la Proposition 1.6.12 et de la majoration du Théoréme 1.6.8, on peut
déduire que pour toute courbe elliptique E définie sur un corps de fonctions K et dont le groupe de
Tate-Shafarevich est fini, on a

#UI(E/K) <. H(E/K)'"*.

Ceci est cohérent avec les résultats démontrés par Goldfeld et Szpiro (voir [GS95]) : si le j-invariant
de F/K est séparable, ils ont en effet prouvé que

1/24
#I_H(E/K) <. (qdegN(E/K)) E'

Le lien entre deg N (E/K) et H(E/K) a déja été mentionné a la Remarque 1.1.14.

1.6.6 Heuristiques

Comme on I'a déja remarqué, les Conjectures 1.6.6 et 1.6.7 different de ’analogue le plus immédiat
du théoreme de Brauer-Siegel (Théoréme 1.6.1) auquel on pourrait penser. Celui-ci s’écrirait :
li Bs(F/K)=1 ?
s (E/K) =1, (7)
ol 8¥ k désigne la famille de toutes les courbes elliptiques sur un corps de fonctions K fixé. Nous
nous placerons, pour la durée de cette section, dans le cas plus concret ot K = F(¢).

Hindry et Pacheco ([HP16, Conjecture 1.7]) conjecturent que la famille des tordues quadratiques
d’une courbe elliptique fixée pourrait présenter un comportement inédit :

Conjecture 1.6.15 (Hindry - Pacheco). Soit E une courbe elliptique définie sur un corps de fonctions
K. On considére la famille 2 formée par les tordues quadratiques EP) /K de E par les polynomes
sans facteurs carrés D € Fy[t]. On suppose que les groupes de Tate-Shafarevich des courbes E' € 2p
sont finis. Alors

0= liminf Bs(EP)/K) et limsup Bs(EP)/K) =1.
ED)e2g ED)e2g
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Dans le cas ou E/K n’est pas constante (voir [HP16, §7.5]), la taille du ratio de Brauer-Siegel
Bs(E(P)/K) est en effet liée & la taille des coefficients de Fourier d’une certaine forme modulaire gp
de poids 3/2 (au moins dans le cas ott E”) est de rang 0). Or, les coefficients de Fourier de formes
modulaires sont « usuellement » équidistribués dans I'intervalle ou il se trouvent. Ce qui suggere que
I'on ne peut pas avoir liminf p)c o, Bs(EP)/K) > 0, sans quoi les coefficients de Fourier non nuls
de gp « éviteraient » un petit intervalle centré en 0. Pour autant, il y a tres peu de résultats quant a
la répartition des coefficients de Fourier d’une forme modulaire de poids demi-entier.

Dans le cas ou E//K est constante, la conjecture ci-dessus admet une reformulation « élémentaire »
(voir [HP16, §7.6]). Soit E une courbe elliptique définie sur Fy et £ = Eo xr, Fy(t) la courbe elliptique
constante correspondante. On note encore FE(P) /K la tordue quadratique de F par un polynéme sans
facteurs carrés D € F,[t], et 2 la famille formée par les courbes E(P).

Alors E/K et ses tordues E(P)/K vérifient la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer par le
Théoréeme 1.4.14 de Milne (voir [Mil68, Theorem 3]). De plus, Milne donne une formule explicite
pour la valeur spéciale L*(E(P) /K, 1) qui, dans ce contexte, a été traduite par Hindry et Pacheco
en expression de Bs(EP)/K) (cf. [HP16, Proposition 7.16]). Commencons par introduire quelques
notations : pour tout polynome sans facteurs carrés D € FF4[t], on note Cp la courbe hyperelliptique
définie sur F, par I’équation

Cp: y* = D(2),

et gp le genre de Cp. Un calcul classique montre que gp = g(Cp) = {%J. On notera Lp(T) €

Z[T)] le numérateur de la fonction zeta de Cp. Par ailleurs, comme Ej est une courbe elliptique sur
F,, on peut poser ag := ¢+ 1 — #E(Fy).

On définit alors L} (T) € Z[T], le polynéme obtenu & partir de Lp(T') en lui retirant autant de
facteurs (1 — aoT + ¢T?) que possible, i.e. L, (T) = Lp(T)/(1 —aoT + ¢T*)"™ avec rp € N maximal.
En fait, il est possible de prouver que 7p est le rang de E(P)(K) (voir la discussion sous [Mil68,
Theorem 3], ou [Oes90, §3.2] pour plus de détails). Comme Lp(T) est de degré 2gp et vérifie une
équation fonctionnelle par rapport a T +— (¢7) ™!, il existe un unique polynéme unitaire G p(T') € Z[T]
de degré gp tel que

LD(T) =790 . GD (qT+ %) .
En outre, L} (T) vérifie également une équation fonctionnelle par rapport a T' — (¢7")~'. Comme
deg L3(T) = gp — 7p, il existe un unique polynéme unitaire G7,(T') € Z[T] tel que

Lp(T) =T™""" - Gp (T + 7).
Proposition 1.6.16 (Hindry - Pacheco). Avec les notations ci-dessus, on a
log G, (ap)?
(9p —rp)loggq

Par construction, G7,(T) est & coefficients entiers et ne s’annule pas en ag. D’aprés 'hypothese
de Riemann (Théoreme 1.3.2), les inverses des racines de Lp(T') (et donc les inverses des racines de
L}(T)) sont de valeur absolue /q. Par un calcul rapide, il s’ensuit que toutes les racines v de G7,(T')

Bs(EP) /K) = o(1) (lorsque deg D — o).

sont réelles et qu’elles vérifient |y| < 2,/g. Par ailleurs, vu la borne sur le rang de E(®)(K) (Théoréme

1.5.5), on a

deg D
deg G = eg + 0(deg D) (lorsque deg D — o0).

Quand deg D — oo, on a donc deg G (T) — oo : le polynéme G5, (T') a de plus en plus de racines
dans l'intervalle [-2,/q,2,/q]. Or, le théoreme de Hasse (Théoréme 1.3.9) assure que |ag| < 2,/q et
par théoréeme de Honda-Tate (voir [WMT1]), lorsque Ey parcourt 'ensemble des courbes elliptiques
définies sur IFy, 'entier ag varie et prend presque toutes les valeurs possibles dans ce méme intervalle
[—2/4,2./q]. 11 est donc naturel de penser que |G7,(ag)| € N* pourrait étre aussi petit que possible.
En d’autres termes, lorsque D € F,[t] parcourt I'ensemble des polynémes sans facteurs carrés et que
Ejy parcourt ’ensemble des courbes elliptiques définies sur Iy, a-t-on
lim inf 128 CD(@0)° _
EoD  degGh

Il est facile de construire des polynémes G(T') € Z[T] de degré arbitrairement grand, dont toutes les
racines sont dans Dintervalle [—2,/g, 2,/q], qui ne s’annulent pas en ag et tels que log G(ag)?/deg G soit
arbitrairement petit (voir I’exemple proposé dans [HP16, §7.6]). Mais rien ne permet de démontrer que
de tels polynémes G(T') sont effectivement de la forme G}, (T'), pour un certain polynéme D € F[t]
sans facteurs carrés.



90 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Remarque 1.6.17. Ajoutons la remarque suivante en faveur de la Conjecture 1.6.7. Soit &2/ la
famille des courbes elliptiques de rang 0 sur K : pour celles-ci, le régulateur est trivial. Si la Conjecture
1.6.7 était fausse, il existerait une constante ax > 0 telle que, pour toute courbe E € cg’ﬁéTK on ait

UI(E/K) >k H(E/K)“<

En particulier, il n’y aurait qu'un nombre fini de courbes elliptiques définies sur K, de rang 0 et dont
le groupe de Tate-Shafarevich est trivial (ou plus généralement, pour tout B € N*| il n’y aurait qu'un
nombre fini de courbes elliptiques définies sur K, de rang 0 et telles que #11I(E/K) < B).

Pour les courbes elliptiques sur les corps de nombres, une telle borne semble peu vraisemblable : on
s’attend a ce que « la moitié » des courbes soient de rang 0 et que ’ordre du groupe de Tate-Shafarevich
puisse étre arbitrairement grand. Il n’est pas déraisonnable de penser que le comportement des courbes
elliptiques sur les corps de fonctions est similaire. Notons par exemple que le rang moyen des courbes
elliptiques sur Fy(t) est borné (cf. [Bru92, Theorem 7.11]) et qu’une conjecture de Goldfeld prédit que
« la moitié » des tordues quadratiques d’une courbe elliptique donnée sont de rang 0.

1.6.7 Conjectures sur les valeurs spéciales

Avec la Proposition 1.6.4, on peut reformuler les Conjectures 1.6.5, 1.6.6 et 1.6.7 en termes de
valeurs spéciales (sans référence directe au ratio de Brauer-Siegel) pour les courbes elliptiques véri-
fiant la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer. Sous cette forme, celles-ci se généralisent a d’autres
contextes. Commengons par poser la définition ad hoc suivante :

Définition 1.6.18. Soit E une courbe elliptique sur un corps de fonctions K = F,(C). On définit la
hauteur analytique (exponentielle) de E/K par

an(E/K) degL(E/K T)
ou deg L(E/K,T) est le degré de la fonction L(E/K,T), vue comme fraction rationnelle en T
D’aprés le Théoréeme 1.3.11, on a deg L(E/K,T) = deg N (E/K) + 4g9¢ — 4.

Remarque 1.6.19. Soit K = F,(C') un corps de fonctions fixé et E est une courbe elliptique (variable)
sur K dont linvariant j est séparable. Alors, d’apreés la Remarque 1.1.14, il existe des constantes
absolues telles que

log Hyn(E/K) < log H(E/K) < log Hyn (E/K).

Si E vérifie de plus la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer, on peut réécrire les Conjectures 1.6.5
et 1.6.6 sous la forme d’un encadrement de la valeur spéciale L*(E/K, 1) (voir Proposition 1.6.4) :

log L*(E/K,1)

~ o) S O i (BR)

<0+ 0(1) (Han(E/K) = 00). (1.25)

Les Conjectures 1.6.6 et 1.6.5 ont été généralisées a d’autres contextes (voir [Zyk15, §5]). Mention—
nons en particulier le cas suivant. Soit £y une courbe elliptique sur un corps de fonctions Ky = F4(Cy).
Soit € une tour de courbes C; de genres g; = g(C;) (i € N*) au-dessus de Cp, i.e. on a des morphlsmes
non constants Cy <— C1 < Cy < -+ < C; < ... et g; — o0. Soit alors, pour tout i € N*, K; = F,(C})
le corps des fonctions de C; et Ei = Ey x g, K; la courbe elliptique sur K; obtenue par changement
de base.

Pour tout point fermé x € Cy et tout entier d € N*, on note F, le corps résiduel de Cy en x et Fa
I'extension de degré d de F,. On définit ®,4,(C;) le nombre de points z; € C; qui sont au-dessus du
point = (pour le morphisme C; — Cj) et dont le corps résiduel est de degré d sur F,. Alors, [Zykl15,
Lemma 3.16] montre que les limites

_ — lim 2e2(C3)
Du,d = (bw,d((g) T zl—l)rgo g9(Cy)

existent. On peut alors formuler (voir [Zyk15, Conjecture 5.26])

Conjecture 1.6.20 (Kunyavski-Tsfasman). Avec les notations et hypothéses ci-dessus, on a

. log L*(E; /Kl,l (Ep),,(Fpa)
lim —— 0 ba ~7.
ioo log Hap(E;/ K;) gc; |dzl b #IE‘ a
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Cette Conjecture, ou la courbe Ey/Kj est fixée et le corps de base K; varie dans une tour, peut étre
vue comme le cas « orthogonal » & la situation étudiée aux Conjectures 1.6.5 et 1.6.6 (ou le corps de
base est fixé et la courbe parcourt une famille infinie). Le comportement de la valeur spéciale semble
en tout cas tres différent.

Dans cette direction, Kunyavski et Tsfasman ont étudié le cas ou la courbe Ey/Kj est supposée
constante (voir [KTO08]) : ils démontrent le

Théoréme 1.6.21 (Kunyavski-Tsfasman). Soit Ey une courbe elliptique définie sur Fp,. Soit {K;}ien
une tour de corps de fonctions, avec g(C;) — oco. On note E; := Ey Xp, K; le changement de base de
Ey a K;. Alors

log (#111(E;/K;) - Reg(E; /K;)) - #Eo(Fpm )
i logp - g(C;) i mz_:lﬁm 18 < pmp ) ’

0l B, = lim;_y o0 #C;(Fpm ) /g(C;) (on peut toujours supposer que ces limites existent, quitte & extraire
une sous tour de {K;}ien).

I semble cependant que la preuve de ce théoréme ne soit pas tout  fait juste (voir [KT10] et [Zyk15,
§5]). Noter que la finitude du groupe de Tate Shafarevich des courbes constantes a été démontrée par
Milne (cf. Section 1.4.4). Nous ne parlerons pas plus de cette situation; mais mentionnons tout de
méme que [Zyk15, Conjecture 5.27] propose une conjecture « unifiée », ot la courbe E et le corps de
base K sont autorisés a varier.

1.6.8 Schéma des preuves

Dans la suite de ce travail (Chapitres 4, 5, 6, 7 et 8), nous nous intéressons & certaines familles
spécifiques de courbes elliptiques sur K = [F,(t). Soit & une telle famille : pour étudier le comportement
asymptotique du ratio de Brauer-Siegel Bs(E/K) (avec E € & et H(E/K) — 00) et démontrer que
celui-ci a pour limite lim Bs(E/K) = 1, nous procédons ainsi :

(I) Dans un premier temps, pour donner un sens a I’étude de Bs(FE/K) pour F € &, il faut dé-
montrer que le groupe de Tate-Shafarevich III(E/K) est fini. Pour ce faire, nous ne connaissons
pas d’autre moyen que de démontrer la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer pour chaque
courbe elliptique E/K de la famille &.

Pour éviter cette étape, on peut choisir la famille & parmi les familles infinies de courbes
elliptiques vérifiant a priori la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer (cf. Section 1.4.4).

(IT) Ensuite, il convient d’expliciter la hauteur de E € &, par exemple en fonction d’un parameétre
entier que 'on utilise pour indexer la famille &. Cette étape est relativement simple si 'on
dispose d’un modele de Weierstrass de E/K.

(III) Dans un troisiéme temps, nous explicitons la fonction L de E/K. Pour ce faire, nous avons
donné deux techniques possibles (cf. Section 1.3.4). Afin d’éviter la construction explicite d’un
modele régulier minimal de F/, qui peut s’avérer délicate, nous utilisons plutét la méthode « des
sommes de caracteres ». Celle-ci permet d’expliciter complétement la factorisation de L(E/K,T)
et, donc, ses racines.

(IV) Pour E € &, comme la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer est vraie pour E et comme on a
explicité les zéros de L(E/K,T) a I’étape précédente, on peut donner une expression « combi-
natoire » du rang du groupe de Mordell-Weil E(K) et expliciter la valeur spéciale L*(FE/K,1)
sous la forme d’un produit.

Nous utiliserons ici la majoration de L*(E/K,1) donnée par le Théoréme 1.6.8 (Proposition
1.6.11), qui est suffisante pour démontrer que

Bs(E/K)<1+0(1) (H(E/K) — o).

(V) L’étape la plus délicate de I’étude est la minoration de Bs(E/K). En effet, la meilleure mino-
ration générale connue, [HP16, Proposition 7.6], donne seulement

Bs(E/K)>0+0(1) (H(E/K)— ).

Ainsi, il faut encore raffiner cette minoration : pour ce faire, nous développons (au Chapitre 3)
des outils qui permettent, dans certains cas, de démontrer que

Bs(E/K)>1—-0(1) (H(E/K) — o).






Sommes de caracteres et fonctions
zeta de certaines courbes

Dans ce chapitre, nous commengons par rappeler des faits classiques sur les caracteres des corps
finis et sur les sommes de caractéres. En particulier, nous introduisons les sommes de Gauss et les
sommes de Jacobi (Section 2.2.2). La majeure partie de la Section 2.1 est dédiée & la construction
suivante : soit F, un corps fini de caractéristique impaire p et d > 2 un entier premier a ¢, nous
explicitons une famille {t,,},,cz/4z- {0} de caractéres non triviaux t,, : quu(m) — @X, définis sur
diverses extensions de [Fy, et dont ’ordre divise d. Nous utilisons ces caractéres pour écrire un résultat
assez général de « réindexation » de sommes formelles (Proposition 2.1.14).

Nous introduisons également les « sommes de Legendre » (Section 2.2.3) : pour tout b € F, et tout

N —x
caractére x : ' — Q ', on pose

S,(x;b) = — Z x(z) - p(z? +2b- 2 + 1),
z€F,

ot p:Fr — {+1} désigne I'unique caractére non trivial d’ordre 2 sur Fx. A propos de ces sommes,
nous démontrons un analogue (Théoréme 2.2.21) de la relation de Hasse-Davenport pour les sommes
de Gauss (c¢f. Théoréme 2.2.18). Précisément :

Théoréme. Soit b € Fy ~ {1,~1} et x : FX — Q" un caractére non trivial de Fy. I existe deuz

nombres complezes ay(x) et By(x) tels que, pour tout entier s € N*, notant x(®) : Fr — @X lextension
de x @ F. via la norme (i.e. x®) =yo Nr,./r,), on a
Sgs (X, b) = aw(x)* + B(x)"

De plus, on a ap(x) - Bo(x) = q.

En montrant que les sommes de Legendre apparaissent dans les fonctions zeta de certaines courbes
hyperelliptiques (Théoréme 2.3.4), nous prouvons également un analogue de ’hypothése de Riemann
pour celles-ci (Corollaire 2.3.5).

Théoréme. Soit b € F, ~ {0,1,—1}. Pour tout caractére non trivial x : F; — @X, les nombres
complezes ap(x) et By(x) associés a Sy(x;b) comme ci-dessus vérifient :

law ()] = 18001 = va.
En particulier, on a donc |S,(x;b)| < 2,/q.

La derniere section du chapitre rappelle quelques cas dans lesquels on sait expliciter complétement
les sommes de Jacobi. Nous y rappelons le théoréme de Shafarevich et Tate, apres avoir démontré un
lemme arithmétique dont nous n’avons pas trouvé de preuve satisfaisante dans la littérature (Lemme
2.4.1 et Lemme 2.4.3).

Dans tout le reste de ce chapitre, p est un nombre premier > 3.
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2.1 Caracteres des corps finis

2.1.1 Notations et conventions

Soit F, un corps fini de caractéristique p. Un caractére de Fy est un morphisme de groupes
x: Fy — C*. Comme F est un groupe cyclique d’ordre g — 1, un tel morphisme est en fait a valeurs

dans pg—1 C @X, les racines (¢ — 1)-iemes de I'unité. Les caractéres de F* forment un groupe fini,
parfois noté Fy, qui est aussi cyclique d’ordre ¢ — 1. Lordre d’un caractére x est lordre de x vu

comme élément de ce groupe. L’inverse x 1 d’un caractére y dans le groupe F; est souvent noté X.

Dans toute la suite, on note 1 : F — @X le caractere trivial de F* : c’est celui qui a tout = € Fy
associe 1.

Il sera commode de prolonger les caractéres a tout Fy : si x : Fy' — @X n’est pas le caractere
trivial, on pose x(0) = 0. On prolonge aussi le caractére trivial en posant 1(0) = 1. Les relations
d’orthogonalité donnent :

. =X N
— sl x: IF; — Q" est un caractere, on a

q six est trivial,
> xla) =

0 si x est non trivial.

—siz ey, ona

1 six =0,
Zx(x): g—1 siz=1,
X 0 sinon.

la somme portant sur tous les caracteres de Fy.

Soit F, un corps fini de caractéristique p > 3. On prolonge le symbole de Legendre usuel (]F—) a
P

F, de la fagon suivante : pour tout « € Fy, on pose

() = <NFq§Z,p (I)> _ t(x)(qfl)/g.

Ainsi définie, I'application p : F — @X est un caractére de F*, d’ordre exactement 2. C’est d’ailleurs
I'unique tel caractere car F est cyclique d’ordre pair (car on a supposé ¢ impair et #F, = ¢ — 1).
Dans la suite, on notera toujours p le caractére quadratique d’'un corps fini Fy, ou éventuellement
si I'on a besoin de préciser le corps sur lequel il est défini.

Soit x : IF; — @X un caractére et Fyn /F, une extension finie. La norme Np, . r, permet de
prolonger x & F. en une application

—X
X" =X oNp,. 5, Fon > Q.

Comme la norme N, /r, : Fon — [ est un morphisme de groupes surjectif, on voit que x(™ est un
caractere de qun et que 'ordre de (™ est le méme que celui de y. Pour plus de détails sur le contenu
de ce paragraphe, on pourra par exemple consulter [IR90, Chap. 8, §1] ou [LN97, Chap. 5, §1].

Terminons ce paragraphe par un Lemme, qu’on pourrait résumer ainsi : « un caractére sur un
corps fini est un carré si et seulement si il est pair ».

Lemme 2.1.1. Soit F, un corps fini de caractéristique p impaire. Pour un caractére x : F — @X,
on a x(—1) = %1 et, si d € N* désigne l’ordre de ¥,

x(-1)=1 = HH:F;%@X, x =60

D’autre part, x(—1) = —1 n’est possible que si d est pair et (¢ — 1)/d impair.
Démonstration. Notons ici X = Fg le groupe cyclique formé par les caractéres sur Fy. Soit X le
sous-ensemble formé des caractéres x € X tels qu'il existe § € X avec 62 = y. Ainsi défini, X est un
sous-groupe de X car c’est I'image du morphisme v : x € X + x2. De plus, # X0 = #X/# ker¢ et
le noyau de 1 est formé de 1 et u. Par conséquent, Xp est le sous-groupe cyclique d’ordre (¢ — 1)/2
de X.

Le sous-ensemble X4 C X des caracteéres x € X tels que x(—1) = 1 est en fait un sous-groupe de
X (c’est le noyau du morphisme j : x € X — x(—1)). En tant que sous-groupe d’un groupe cyclique,
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Xpair est lui-méme cyclique d’ordre (g — 1)/# Im j. Soit & un générateur de X : c’est un caracteére de
Fy d’ordre exactement g — 1. En particulier, I'image d’'un générateur g de F;* est une racine primitive
(q — 1)-iéme de Punité notée ¢ = &y(g). Alors &(—1) = & (gl4=D/2) = &(g)la=D/2 = ¢a=1/2 est
une racine carrée de 1 : ce ne peut étre que —1 (sinon ¢ ne serait pas primitive). On en déduit que
—1=2¢p(—1) = j(&) € Imj et que Xpqir est le sous-groupe cyclique d’ordre (¢ — 1)/2 de X.

Par cyclicité de X, les deux sous-groupes ci-dessus sont confondus : X4, = Xg! Ceci démontre
I'équivalence souhaitée. Pour démontrer le deuxiéme point du Lemme, fixons un caractére x : Fy* —

@X d’ordre d > 2 (notons que d divise ¢ — 1). Le caracteére x est alors a valeurs dans le groupe g C Q
des racines d-iémes de I'unité : —1 n’est une racine de l'unité que si d est pair. Si maintenant g est
un générateur de F, x(g) est une racine primitive d-itme de 1'unité, notons celle-ci (. Alors on a

—1) = (a—=1)/2y = (a=1)/2 — ¢(¢=1)/2 ot
x(—1) =x(g ) =x(9) ¢

-1 d -1
x(-1)=—-1 = ¢ V2= 1 — qT =3 mod d <= qT = 1mod 2.
Donc x(—1) = —1 n’est possible que si d est pair et que (¢ — 1)/d impair. Dans tous les autres cas,
x(—=1) = 1 et, d’apreés le premier paragraphe, il existe § € X tel que x = 6. O

2.1.2 Caractére de Teichmiiller

On fixe une cloture algébrique Q de Q : tous les corps de nombres considérés seront implicitement
vus comme des sous-corps de Q. Soit P8 un idéal maximal de Z, 'anneau des entiers de Q, au-dessus
de p. Le corps Z /5B est une cloture algébrique de F,, qu’on notera IF'T) et tous les corps finis I, sont
vus comme des sous-corps de celle-ci. Soit p,r C Z le groupe des racines de I'unité d’ordre premier &

p. La réduction modulo % induit un isomorphisme entre 1,/ et le groupe multiplicatif (Z/%B)* = EX.
On notera

S I 1
I'inverse de cet isomorphisme. En d’autres termes, pour tout = € Z, on a

t (z mod B) = z (mod*P), ou encore z — t (z mod P) € B.

On utilise la méme notation t pour désigner la restriction de t & tous les corps finis Fy. Le caractere t
ainsi défini sera appelé caractére de Teichmiiller. Voir [Kat81, §II] ou [Ulm02, §7] pour plus de détails.

Lemme 2.1.2. Soit ¥y un corps fini de caractéristique p. Tous les caractéres x : F\ — @X s’écrivent
comme des puissances entiéres de t. Autrement dit, t engendre le groupe Fy .

Démonstration. Comme F est cyclique d’ordre g — 1, tous ses caracteres ont un ordre divisant g — 1.
Si m,, est un entier divisant ¢ — 1, on pose

x:F = QF, zwt(x)aD/mx

Alors, pour tout x € F), on a x™x(z) = t(2)?"! = t(z?7') = t(1) = 1. Ce qui montre que I'ordre de
x divise m, et il n’est pas difficile, en considérant I'image d’'un générateur de F, de voir que I'ordre
est en fait exactement m,,.

Réciproquement, soit y : IFqX — @X un caractere, on note m € N* son ordre. Alors m divise ¢ — 1
d’apres ce qu’on a dit plus haut sur la cyclicité de IFqX. Puisque x est d’ordre m, il est a valeurs dans

pm(Q) C py (Q) C Q”. Mieux : I'image par x d'un générateur g de FX est une racine primitive m-
ieme de l'unité. Ainsi, il existe un unique a,, € (Z/dZ)* tel que t(g(qfl)/m) — qui est aussi une racine
primitive m-iéme de 'unité — s’écrive, x(g) = t(g(q_l)/m)ax. Puisque g engendre F ', ceci montre que
x = t(-)%@=D/™ qui est bien une puissance (entiere) de t. O

2.1.3 Caractéres dont 'ordre divise d

Pour tous entiers n et ¢ premiers entre eux, on notera oq4(n) l'ordre (multiplicatif) de ¢ modulo n :
04(n) := ord” (¢ mod n).

De facon équivalente, o4(n) est Pordre du sous-groupe de (Z/nZ)* engendré par ¢ mod n.



96 CHAPITRE 2. SOMMES DE CARACTERES ET FONCTIONS ZETA DE CERTAINES COURBES

Définition 2.1.3. Soit ¢ une puissance d’'un nombre premier impair et d > 2 un entier premier a p.
Pour tout m € Z/dZ~{0}, on pose

u(m) :=min {v € N* | ¢“m = m mod d} = min {v € N*

d|(¢" —1)m} = (;)thim))

Par définition de o4 (d/ pged(d, m)), pour tout m € Z/dZ~{0}, les entiers n € N* tels que d divise
m(g"™ — 1) sont exactement les multiples de u(m) :

{neN*|d|m(¢"—=1)} ={s-u(m), s € N*}.

Dans les calculs de fonctions zeta et fonctions L de ce texte, nous aurons besoin « d’instancier »
les caractéres sur un corps fini F, (et ses extensions) dont lordre divise un entier d (fixé).

Définition 2.1.4. Soit F, un corps fini de caractéristique p > 3 et d > 2 un entier premier & p. Pour
tout m € Z/dZ~{0}, on deﬁmt le caractére t,, par

— w(m) _
t,: F;u(m) — QX, T t(a:)(q Dym/d

On démontre alors :

Propriété 2.1.5. Le caractére t,, : ]quu(m) — @X est d’ordre exactement d/ pged(d, m).
Par ailleurs, pour tout j € N, on a u(¢? - m) = u(m).
Démonstration. La restriction de t a F;L(m) est un caractére d’ordre ¢*(™ — 1 par construction. Et
t,, est la puissance e,,-iéme de t, ol e,, = (¢“™) —1)m/d € N*, donc l'ordre de t,, vaut
gum — 1 gum — 1
pged (e, g™ — 1) pged (g0 — 1)m/d, q“(™) — 1)

Posons d,,, = pged(d, m) : on peut écrire d = d,,d’ et m = d,,m' o m’ et d’ sont des entiers premiers
entre eux. Par définition, u(m) = o4(d/dy,) = 04(d’), donc ¢“™ — 1 est un multiple de d’ : écrivons
ceci (") — 1 = d'e,,. Alors

(¢“™) — 1)m (™) — m'  d'men,
= = =m €epy.

d d’ d

Ainsi, l'ordre de t,, vaut

gm — 1 dem d'em / d

= = == d - .
pged (¢4 — 1)ym/d,q*(™) —1)  pged(m/em,d'en) e pged(d,m’) peged(d, m)

La preuve de la seconde assertion est immédiate : puisque d et ¢ sont premiers entre eux, pour tout
m € Z/dZ~{0}, on a pged(d,m) = pged(d, ¢’ - m), d’ott u(m) = u(q’ - m) (car u(m) s’écrit comme
0,(d/ peed(d, m))). O

Définition 2.1.6. Nous reprenons les notations de la définition précédente. Soit m € Z/dZ~{0}, et
s € N*. On note n = s - u(m). Alors Fyn /T quim) est une extension de degré s. On peut alors prolonger

i.e.

u(7n)’

IFX wmy — Q" en un caractére t's ) (Fpn — Q" via la norme Ny o /F

t() =t 0 Ny, /z

qu(m) :
Par construction, tg;) est un caractere de IFqX et son ordre est le méme que celui de t,, (c¢f. Section
2.1.1), & savoir d/ pged(d, m).

Remarque 2.1.7. Insistons sur le fait que les notations « t,, » et « t(s) » ne font pas intervenir
Ientier d, qu’il est pourtant nécessaire d’avoir fixé au préalable. Par ailleurs, bien que t,, et t.,,
aient le méme ordre, ils ne sont pas toujours égaux.

Si F, est un corps fini de caractéristique p, et d > 2 est un entier premier & p, nous avons produit
un ensemble de caracteres t,, t\, t\y, . .. (avec m € Z/dZ~{0}) définis sur diverses extensions de
I, et dont les ordres divisent d. La Proposition ci-dessous prouve qu’on a de cette maniere écrit tous

les caracteres d’ordre divisant d définis sur les extensions de F,.
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Définition 2.1.8. Soit F; un corps fini de caractéristique p > 3 et d > 1 un entier premier & p. Pour
toute extension Fyn /F,, on note

X(d,q") = {x:F - T | £ 1 =1},

I’ensemble des caracteres non triviaux y : ]qu — @X dont la puissance d-ieme est le caractere trivial
(i.e. dont ordre divise d). Noter que #X(d, ¢") = pged(d, g™ — 1) — 1 car 'ensemble des caracteéres
d’ordre divisant d est un sous-groupe (nécessairement cyclique) de ..

Proposition 2.1.9. Soit F, un corps fini de caractéristique p et d > 2 un entier premier a p. Avec
les notations précédentes, on a

ny _ @ @ 4 V| )
U x(d.q" U {tm,t,ﬁ,t?’ ), } L:J g{tm}

n>1 meZ/dZ~{0}

Démonstration. Soitn > 1et x € X(d,q"), onnote d,, = pged(d, ¢"—1). Soit par ailleurs xo : Fy o Q

le caractere donné par xo = t(-)(qn_l)/ dn L’ordre de yo est exactement d,, : par cyclicité de Fqn, X0
engendre X (d,q") U {1}. Comme x? = 1 mais que x # 1, il existe un unique j € [1,d, — 1] tel que

X = Xo’, autrement dit :
(a"—1)j (4" ~1)j-d/dy

X = 60T = t()

On pose alors m = j - d/d, € N*, comme 1 < j < dp, on a1l < m < d. Ainsi, d divise m(¢g"™ — 1) et
x = t(-)@" ~Dm/d On note u(m) = o,(d/ pgcd(d m)) comme precedemment : n s’écrit sous la forme
n = s-u(m) pour un certain s € N* (car d divise m(¢™ — 1)), ce qui donne finalement :

X = t(.)(qn—l)M/d - t(.)(qs'“(m)—l)m/d - t%?
Réciproquement, pour m € Z/dZ ~ {0} et s > 1. Vérifions que £ appartient & la réunion des
X(d,g™). Soit n = s-u(m), le caractere £ Fr — Q" est donné par
"_1)m/d
) (@) = ()@ 0/,
Il est clair que tgﬁ) est non trivial et que sa puissance d-ieme est triviale puisque tout élément x € Fyn
vérifie 29" ~1 = 1 et donc 2" =1 = 1™ = 1. Ainsi, on a t\3) € X(d,q"). O

Remarque 2.1.10. La preuve de la Proposition précédente donne en fait un résultat plus précis : si
Fgn /F, est une extension finie donnée, on a

X(d,q") = { t(3) m e Z/dZ~{0},s € N* tels que s - u(m) = n}

m

Terminons ce paragraphe par la définition suivante.

Définition 2.1.11. Soit ¢ une puissance d’un nombre premier p impair et d > 2 un entier premier a
g. Il y a une action naturelle de ¢ sur Z/dZ par multiplication. Dans cette action l’orbite de 0 € Z/dZ
est réduite & {0}. Nous noterons

0, (d) := (2/dZ ~ {0}) /(g mod d)
I’ensemble des autres orbites de Z/dZ sous I’action de ¢ par multiplication.
Cette notation est en vigueur dans tout le reste de ce travail.

Remarque 2.1.12. Soit F;, un corps fini de caractéristique p > 3 et d > 2 un entier premier a p. On
note pgqg C IF le groupe des racines d-iémes de l'unité dans IF : ¢’est un groupe cyclique d’ordre d.

Les caracteres x : Fg — @X sur les extensions finies Fg/F, dont l'ordre divise d sont exactement les
caractéres sur le groupe ug. Autrement dit, dans nos notations,

{1yu | X(d,q") =

n>1

Il y a une action naturelle du Frobenius Fr, € Gal(F q/F ) sur fig : celle-ci est donnée par
X — Fry # x = x?. En tant que groupe cyclique d’ordre d, iy est naturellement isomorphe & Z/dZ :
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si ¢ € F, est une racine primitive d-idme de 1'unité, on associe & y € g unique a, € Z/dZ tel
que x(¢) = exp (217” : aX) € @X. De cette identification fig ~ Z/dZ, on déduit une bijection entre 1’en-
semble des orbites de fig sous I'action de Fr, a I'ensemble des orbites de Z/dZ sous Paction de ¢ par
multiplication et

(g ~ {1}) /(Frq> ~ (Z/dZ ~ {O})/(q mod d) = O;(d).
L’ensemble d’orbites O;(d) est donc le pendant « combinatoire » de I’action du Frobenius Fr, (i.e.

action de Gal(F,/F,)) sur pq C F,.

Remarque 2.1.13. Si d divise ¢ — 1, il existe un caractere de F* d’ordre exactement d : le caractere
t1. Auquel cas,

X(d,q) = {t1,t,...,t{"'}.

Remarquons aussi que, si d divise ¢ — 1, on a pq C Fy.

2.1.4 Réindexation de sommes

Dans cette section, nous énongons et démontrons un résultat de « réindexation de sommes ». Cet
énoncé sera d’usage constant pour calculer les fonctions zeta et les fonctions L des courbes que nous
étudions. Un premier exemple d’utilisation est visible a la Section 2.3.2 ci-dessous.

Proposition 2.1.14. Soit F, un corps fini et d > 2 un entier premier & q. Pour toute extension finie
Fq/F,, on note a nowveau

X(d,Q):{X:FéH@X Xdzletx7é1}.

Soit, pour toute extension finie Fq/F, et tout caractére x € X(d, Q) un nombre compleze o(Q, x) tel
que

o(Q,x") = o(Q; x)-

On suppose que, pour un certain K € N* fizé, les nombres o(Q,x) satisfont « une relation de
Hasse-Davenport a lordre K » au sens suivant : si x € X(d,Q) est un caractére (non trivial), il
existe K nombres complezes aq(x), ..., ax(x) (qui ne dépendent que de x) tels que, pour tout s € N*,

si lon note x®) : FZ)S — @X l’extension de x a Fés via la norme (i.e. x® =xo NFQS/FQ), on a

o(Q*,x™) = (1 ()" + (a2(x))" + -+ + (ax (x))".
Alors on a
e’} ™" K
Z Z J(qna X) 7 = Z - IOg (H <]- - az(m)TU(m))> 9
n=1 \xeX(dq") meo,(d) i=1

ot O)(d) = (Z/dZ~{0}) /(g mod d) et, pour toute orbite m € O (d), c;(m) désigne a;(ta) pour un
quelconque choix de représentant a € Z/dZ de lorbite m.

Dans la suite, nous désignerons souvent «;(m) par a;(t.,).

Démonstration. Soit o(¢"™, x) comme dans I’énoncé. La double somme & expliciter peut se « réindexer »
grace a la Proposition 2.1.9 :

oo n s s-u(m)
D S D I S

n=1xeX(d,q") mez/dZ~{0} s=1

Or, comme les nombres U(q“(m),tm) satisfont une relation de Hasse-Davenport a l'ordre K ('entier
K est indépendant de m), pour tout m € Z/dZ~{0}, on peut fixer a1 (ty,),..., ok (ty) tels que :

s
Vs > ]., U(qsu(m),tgz)) =0 ((q“(m)) ,tgﬁ)> = al(tm)s + a2(tm)s +e aK(tm)s‘
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On a donc
- ™ > s-u(m)
> ol@ == D> (Dol ) )
n=1x€eX(d,q") meZ/dZ~{0} \s=1

00 K

Tsu(m)
= (Z <Z ai(tm)s> S ulm) u(m))
meZ/dZ~{0} \s=1 \i=1

I
—~
—_
~

(5 st o

u
meZ/dZ~{0}

Il
=
(]~
|
<)
o
—
[
|
8
=«
g
|
=
2
N—

mMEL L0} i=1
Mais, pour tout m € Z/dZ~{0} et tout j € N*, par hypothese sur les o(Q, x), on a
a(q*™ b)) = o (g" ™ 60 7) = 0 (¢" T bgm) = - = 0 (@ bgr ).
Par suite, quitte & renuméroter les o;, on a a;(m) = a;(g’ -m) pour tout j € N*. Ainsi, dans la somme

1
2 (m)

u
meZ/dZ~{0}

[oh

—log (1 —a;(m) - T“(m)) )

1=1

u(m)—1

chaque terme Efil —log (1 — a;(tm) - T“(m)) apparait en fait #{m, qm,¢*m, ..., q m} = u(m)

fois. On peut donc les regrouper par orbites {m7q cm,q®-m,...,q -1 om} sous ’'action de q et
noter, pour tout i € [1, K], a;(m) la valeur commune de a;(t,,) = a;(tgm) = - = a;(tjuem)-1,,). Ce
qui conduit a I’expression affichée dans I’énoncé de la Proposition. O

Nous aurons par ailleurs besoin d’une variante de cette proposition sous la forme suivante.

Proposition 2.1.15. Soit F, un corps fini et d > 2 un entier premier a q. On fize aussi £ un nombre
premier. Pour toute extension finie Fg/F,, on pose

X([)(d,Q): {X:Fé—)@x X‘izl etxé#l}.

Soit, pour toute extension finie Fo/F, et tout caractére x € X (d, Q) un nombre compleze o(Q, x)
tel que
o(Q, x") = o(Q, x)-
On suppose que, pour un certain K € N* fizé, les o(Q,x) satisfont « une relation de Hasse-
Davenport a l'ordre K » au sens de la Proposition précédente. Alors on a

3 R ) —10g<H(1—ai<m>T“<m>)>,
(d)

n=1 \xeX®(d,q") meo¥ (d i=1

ot
mod d) si £ ne divise pas d,

(Z/a2(0)) /q
0([)( ) = {(Z/dZ\{ % %7,_,7“71)(1}) /{gmod d) sit divise d

et, pour toute orbite m € (9([)( d), a;(m) désigne la valeur commune des a;(ty) lorsque a parcourt
Uorbite m. Dans la suite, nous désignerons souvent a;(m) par c;(t,,).

Démonstration. Distinguons naturellement deux cas :

— Supposons d’abord que d n’est pas divisible par /. Alors pour toute extension finie F¢g/Fy, on a
X (d,Q) = X(d,Q). En effet, on a clairement X ) (d, Q) C X(d, Q) et, pour tout x € X(d,Q),
la condition « x! # 1 » est automatiquement satisfaite : si I'on fixe une relation de Bézout
ul +vd =1 entre d et £ (u,v €Z), on a

X = Xl _ Xué—&-’ud _ (Xé)u . (Xd)v _ (Xﬁ)u7
ol y n’est pas trivial, c’est donc que x* # 1.

Comme X (d,Q) = X(d,Q) et que Oy)(d) = O,(d), la Proposition suit directement de la
Proposition 2.1.14 dans ce cas.
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— Supposons maintenant que d est divisible par ¢. Pour une extension finie Fyn /Fy, on a vu a la
Remarque 2.1.10 (sous la Proposition 2.1.9) que
m

X(d,q") = {t(s) m € Z/dZ~{0},s € N* tels que s - u(m) = n} .

Soit m € Z/dZ~{0} et s € N* tels que s - u(m) = n. Notons x : Fj. — Q" le caractére non

trivial y = t{2). Comme on I’a vu & la Propriété 2.1.5, x est d’ordre exactement d/ pged(d, m).
Par suite, x’ = 1 si et seulement si £ est un multiple de d/pgcd(d,m), c’est-a-dire quand
¢ = d/pged(d, m) (car £ est premier). Ceci se produit lorsque (le relevé dans [1,d — 1] de)
m € Z/dZ est de la forme m = k - d/¢ avec k € [1,¢ — 1] (& nouveau car ¢ est premier). Soit

donc Zy, = Z/dZ ~ {0, %, Q—f, ceey @}. On a prouvé que

X(d,q") = X(d.g") ~ {x € X(d.q") | X" =1}
= {tﬁ,ﬁ), mE L)AL~ {0, %, %, cery (Z_Zl)d} ,s € N* tels que s - u(m) = n}

= {tg)a m € Zy, s € N* tels que s - u(m) = n}

D’ott 'on déduit 1’analogue de la Proposition 2.1.9 pour les ensembles X ) (d, ¢") :

U x©9@.q = U {tm,tg>,t§g>,...,tgg>,...}.

n=1 meZy

On peut alors reprendre mot pour mot la preuve de la Proposition 2.1.14, en remplagant X (d, ¢™)
par X (d,q"), Z/dZ~{0} par Z; et O,(d) par O (d).

Remarquons tout de méme que Z, est stable sous l'action de ¢ par multiplication. En effet, si
m = kod/{ (avec ko € [0,£ —1]) et j € N, alors ¢/m est de la forme k;d/¢ ot k; = ¢’ko € Z et

I’orbite entiere de m € {0, %, 27‘1, ceey @} sous ’action de ¢ est contenue dans cet ensemble.
Donc le complémentaire Z; de {0, %, 27d, ey (Z_zl)d} dans Z/dZ est lui aussi stable sous 'action

de ¢; et la définition

O(d) = (z/az~ {0.4,%,..., “524}) /(g mod d)

a bien un sens.
Ceci conclut la preuve de la Proposition 2.1.15. O

Insistons & nouveau sur le fait que nous ferons I’abus de notation de désigner par « 1—a; (t,, )T%("™) »
ce qu'on devrait noter « 1 — o (to)T™® pour a € Z/dZ~{0} un quelconque représentant de I'orbite
m € Og(d) ». Ceci ne posera pas de probleéme car on aura vérifié que a;(t,) = a;i(tgi,) (bien que
t, # tgi, en général).

Remarque 2.1.16. Il y a une version « cohomologique » de ces Propositions. Elle est basée sur la
Remarque 2.1.12 ci-dessus. La lectrice peut se référer & [Kat81, §1-§2], [Gor79, Lemma §2] ou [UlmO07b]
pour plus de détails a ce propos.

2.2 Sommes de caracteres

2.2.1 Nombre de solutions d’équations et sommes de caracteres

Commencons par rappeler quelques dénombrements classiques du nombre de solutions de certaines
équations monomiales dans les corps finis a I'aide de sommes de caractéres. Dans toute cette section,
F, est un corps fini de caractéristique impaire.

Lemme 2.2.1. Soit z € F,. Alors # {y € F, ’ y? =z} =14 p(z).
Plus généralement, si P € Fy[z] est un polyndme, on a

#{(.2) €F; | " = P(x)} = > (L+pu(P(2).

z€F,
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Lemme 2.2.2. Soit z € F, et d € N* un entier premier & q. Alors

#{yeF, |yi=21=> x(2),

x4=1

la somme portant sur les caracteres x : F\ — @X dont ’ordre divise d.

Le premier de ces Lemmes est une conséquence du deuxiéme. Il s’agit essentiellement d’une relation
d’orthogonalité de caractéres. La lectrice trouvera une preuve dans [IR90, Prop. 8.1.4, Prop. 8.1.5]
ou [Hin08, Chap. 1, Exercice 6.11]. Noter que, dans ’énoncé du Lemme 2.2.2; on ne suppose pas que
d | ¢ — 1. Terminons ce paragraphe par un résultat utile (voir [LN97, Theorem 5.48]).

Lemme 2.2.3. Soit Q(X) = aX?+ bX + ¢ un polynome de degré 2 a coefficients dans F, (rappelons
que q est impair) avec a # 0. On pose 6 = b> — 4ac. Alors

{u(a) (¢—1) sid=0,

Z plaa® +bu +c) = —u(a) sid #0.

z€F,

Démonstration. On commence par multiplier la somme  cp 1(Q(x)) par w(4a?) = (u(2a))®> =1 et
on réindexe la somme apres avoir factorisé @ :

3 Q@) = u4a®) - 3 Q@) = ula) - Y p(da’a® + daba + dac)

z€F, z€F, z€F,
=pla)- Y p((2az+b)* —8) = pla)- > u(y® —9).
z€F, y€F,

Pour 6 = 0, le résultat est maintenant clair :
> Q@) = p(a)- > p(y)® = pula)- (g —1).
€l yelF,
Si maintenant ¢ est non nul, on écrit
Z p(y® —6) = —q + Z (14 p(=®—19)).
y€EF, z€F,

2

Comme 1+ p(z? — &) est le nombre de solutions z € F, de I'équation 2% = 22 — 4, on obtient :

Zu(y276):fq+#{(z,z)€ﬂ?(21 | 22:50275}.

S

Le comptage des solutions de 'équation & droite est assez simple : si (z, z) est une telle solution, on
pose (u,v) = (z — z,z + z) et on remarque que l'application (z,z) — (u, v) est une bijection entre les
solutions de 22 = 2% — § et les solutions de uv = §. En particulier,

#{(0.2) € B =2 =8} = {(u) € B} | ww =8} =g 1.
Ce qui donne finalement,

> Q@) = p(a) - > py? —68) = pla) - (—g+ (¢ — 1)) = —p(a).

z€F, yel,

2.2.2 Sommes de Gauss et sommes de Jacobi

Soit Fy un corps fini de caractéristique p. On fixe une fois pour toute un caractere additif non
trivial 94 de Fy : nous choisissons le caractére additif standard défini par

%
wq HEES Fq — exp (;ﬂ- : TI']]Tq/[Fp(.’I})) .

Ce dernier est & valeurs dans le corps cyclotomique Q((,) C Q engendré par les racines p-iemes de
I'unité.
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Définition 2.2.4. Si x : F} — @X est un caractére de F*, on définit la somme de Gauss associée

q )
par :
8q(x) == — Z X(2)Yq().
IGF;

Au vu de sa définition, g,(x) est un entier du corps cyclotomique Q({p,Ca) = Q((pa), o d est
Pordre de x. Noter la normalisation par un signe « — » choisie ici, ainsi que le fait que la somme porte
uniquement sur les éléments non nuls de F,. L’article [Kat81, §I - §II] propose une définition et une
interprétation « cohomologiques » des sommes g,(x). La Proposition suivante rappelle les propriétés
de base des sommes de Gauss :

Proposition 2.2.5. Soit F, un corps fini et x : F — @X un caractere.
o Six =1 estle caractére trivial, on a g4(1) = 1.
o Six est un caractére non trivial, on a gq(x) - 8,(X) = x(—1)g.

e Six est un caractére non trivial, on a |gq(x)| = /q. De plus, g,(x) = x(—1) - g4(X)-

La preuve en est classique : on pourra par exemple consulter [Coh07, Chap. 2, §2.5.2], [IR90, Chap.
8, §2] [LN97, Chap. 5, §2] ou [Was97, Chap. 6, §1].

Définition 2.2.6. Soit n € N. Etant donnés n + 1 caractéres X0, X155 Xn : Fgo — @X, on définit la
somme de Jacobi associée par :

Ja(xo, x1, -5 xm) == (=1)" - Z Xo(@o)xa(w1) -+ Xn(ZTn).
z;€Fy
zoFrit-Frn=1

On dira parfois que j4(x0, X1, - - -+ Xn) €st une somme de Jacobi de dimension n.

Ainsi définie, il est clair que j,(xo0, X1, - - -, Xn) st un entier algébrique de Q(u4—1). Remarquer la

normalisation avec un « (—1)" ». Pour n = 0, on a j,(x0) = 1 quelque soit xo : F* — Q. Notons enfin
que la valeur de jq(X0, X1, - - -, Xn) e dépend pas de la numérotation des x;. La proposition ci-dessous
explicite le lien entre sommes de Gauss et sommes de Jacobi. Sa preuve est elle aussi classique : voir
par exemple [Coh07, Chap. 2, §2.5.3 - §2.5.4], [Hin08, Chap. 1, Exercice 6.11], [TR90, Chap. 8, §6 -
§8], [LN97, Chap. 5, §3] ou [Was97, Chap. 6, §1].

Proposition 2.2.7. Soitn > 1 et xo,...,xn : FJ — @X des caractéres de .
e Sixo=X1=""=Xn=1, alors jg(xo,x1,---:Xn) = (—1)"¢".
e Si certains x; sont triviauz, mais pas tous, alors jq(Xo0, X1, - Xn) = 0.

o Si tous les x; sont non triviaux et que le produit xo - x1 -+ Xn=1, ona

Ja(xos X155 Xn) = xn(=1) - Jo(X0s X15 - - - s Xn—1)-

. . 1
Dans ce cas, on a également : jq(Xo0; X1, - -, Xn) = p ~8q(X0) - 8g(x1) -+ - 8 (Xn)-
e FEnfin, si tous les x; sont non triviaux et que le produit xo-x1: "+ Xn # 1, on a
. 8q(x0) - 84(x1) -+~ 8q(Xn)
Jq(XO»Xla"'aXn): 2 2 A .
gq(XO'Xl""'Xn)
Gréce a la Proposition 2.2.5, on remarque que, si X0, X1,---, Xn SOnt non triviaux,
(n=1)/2  giyo-yq- -y, =1
. q SL Xo " X1 Xn =1,
|-] (XO7X1)"'7X )‘: . (21)
q n qn/2 SIXO'Xl..."Xn#l'
Remarque 2.2.8. Nous aurons surtout besoin du cas ou n = 1. Si x1,x2 : F' — @X sont deux
caracteres non triviaux de F¢, alors la Proposition ci-dessus donne que j,(1,1) = —gq, que j,(x1,1) =
0 et que
x1(—1) st xix2 =1,
j 1, X2) — : .
d(xa,x2) = 4 gax1) -galxa) ixe £ 1.
8q(X1 - Xx2)

En particulier, la Proposition précédente (ou le Lemme 2.2.3) implique que

Jq(p, p) = p(-1). (2.2)
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Rappelons enfin la relation suivante (c¢f. [Coh07, Prop. 2.5.18] ou [LN97, Exercice 5.43]).
Lemme 2.2.9. Soit x : FJ — @X un caractére non trivial. Alors

Ja 06 1) = x(4) - Jg(x; X)-
Cette relation est fausse si x est le caractére trivial. En effet, comme p n’est pas trivial, on a
Jq(1, 1) = 0 mais j,(1,1) = —q.

2.2.3 Sommes de Legendre

. N . 7. . you N X
Soit a nouveau Fy un corps fini de caractéristique p. Désignons a nouveau par p = g : Fj' — Q
le caractere « de Legendre », i.e. I'unique caractere non trivial d’ordre 2 de .

Définition 2.2.10. Soit x : FJ' — @X un caractere multiplicatif et soit b € IF,. On définit la somme
de Legendre associée par :

S,(x;0) = — Z x(x) - uq(:cQ + 20z + 1).
z€F,

Tel qu'elle est définie, la somme S, (x; b) est un entier du corps cyclotomique Q(¢4), ol d est Pordre
du caractere .

Remarque 2.2.11. Ces sommes ont été introduites par R. Evans [Eva86, Eq. (2.3)] comme analogues
sur les corps finis des fonctions (spéciales) de Legendre :

Vn e N*Vx e R, H,(x)= L/ . d—u
2im JoVu?2 —2zu+1 u
11 suit ainsi le « programme » initié par J. Greene (voir [Gre87]) de trouver des analogues sur les corps
finis des fonctions hypergéométriques, mais ne démontre aucun résultat sur S,(x;b). Mentionnons
également [Saw92], traitant plus spécifiquement des sommes S, (); b).

Ceci étant, nous n’avons pas trouvé dans la littérature existante les résultats dont nous avions
besoin, & savoir : une « relation de Hasse-Davenport » pour les sommes S;(x;b) et I'analogue de
I’« hypotheése de Riemann » pour celles-ci. Nous démontrons ces relations aux Théoreme 2.2.21 et
Corollaire 2.3.5. De plus, nous montrons que les sommes de Legendre apparaissent naturellement dans
les fonctions zeta de certaines courbes hyperelliptiques sur F, (Théoréme 2.3.4).

Commencons par donner quelques relations satisfaites par les sommes de Legendre.

Proposition 2.2.12. Soit x : F — @X un caractere.

o Sib==+1 et six =1 est trivial, on a S;(1;0) =1—gq.

o Sib==l1 et six nlest pas trivial, on a Sq(x;b) = x(—b).
Sib#0,£1 et si x =1, on a Sy(1;0) = 1.

e Pour tout b € Fy, on a S;(x; —b) = x(—1) - Sq(x; b).

e Pour tout b € T, on a S,(x;b) = S,(x;b) = S,(x; D).

Démonstration. Commengons par supposer que b = +1. Dans ce cas, on a 2% + 2bx + 1 = (z £ b)? et
pour tout caracteére x : IE‘qX — @X,

=S,(x:b) = > x(@)p(z +b)* = > x(@) =—x(-b)+ Y x(=).

x€F, r#—b z€lF,

Par conséquent, si x =1, on a Sy(1;+£1) =1 —gqet, si x # 1, on a Sy(x;b) = x(—b). Dans le cas ou
b =0, d’apres le Lemme 2.2.3, on a

~S,(x;0) = Y 1-p(®+1) = —1.

€l

Soit b € Fy et x : Fy — @X un caractére quelconque. Le changement de variables « 2’ = —z »
donne immédiatement

—8,(x; —b) = Z X(@)p(x? = 2bz + 1) = Z x(—=2)p((—2')? + 2b2’ + 1)
z€F, x/€Fy

=x(=1) Y x(@)u(a" +2b2" +1) = = x(=1) - Sy (x; b).

z'€Fy
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Démontrons ensuite que S, (x;b) est réelle. C’est immédiat si x = 1 (et ce, quelque soit b) d’apres ce

qu’on vient de prouver. Concentrons-nous donc sur le cas ou x : Fy* — @X n’est pas trivial. Alors,
comme 2% 4+ 2bx + 1 = 22 - (x72 4 2bz~' + 1) pour tout z € )\, on a

=S,000) = > x@pu(a® +2bx+1) = > x(z)p(a® + 2bx + 1)

zel, EFY

= Y x@ u@® 2w +1) = > x(@)pa?)u(a"? + 202’ + 1)
z€FY @/ €Fy

= _SQ(X’ b)

De fagon similaire, comme p(x2+2bz+1) est réel pour tout x € F,, on voit que S, (%, b) = Sy(x,b). O
Dans le cas ot b = 0, on peut expliciter les sommes S, (x;0) en termes de sommes de Jacobi :

Proposition 2.2.13. Pour tout caractére non trivial x : qu — @X, on a
o Six(—1)=—1, alors S4(x;0) = 0.

e Six(—1) =1, alors il existe un caractére 0 : F* — @X tel que x = 62 et
Sq(x;0) = 0(=1) - jq(0, p) + p(=1)0(=1) - jq (10, ).

Démonstration. D’apres la Proposition précédente, on a Sq(x;0) = x(—1) - S4(x; —0). On en déduit
immédiatement que S;(x;0) = 0 si x(—1) = —1. Passons donc au cas ou x(—1) = 1 : d’apres le

Lemme 2.1.1, il existe un caractere ¢ : F* — @X (nécessairement non trivial) tel que x = 62. Alors, a
I’aide du Lemme 2.2.1, on trouve :

=8,(:0) = > x(@u(@® +0+1) = Y P@)u®+1) = Y 0@*)p® + 1)

seF, weF, weF,
= %F: O(s)u(s +1)-#{z €Fy | s=2"} = %F: 0(s)p(s +1) - (1+ u(s))
= %;9(8)/%8 +1) + %F: p(s)0(s)u(s +1) “’
= 9(—q1) EF: 0(=s)u(s + “1) +0(=Dp(=1) EF: Op(—s)u(s + 1)
= —9(—15)6- ;q(ﬁ,u) —0(=1)u(-1) -J'q(/w,;)e- q
Comme il fallait démontrer. O

Notons également que les sommes S;(x;b) admettent une expression qui ne fait pas intervenir le
caractere .

Proposition 2.2.14. Pour tout b € Fy ~ {—1,1}, on pose a = (1 —10)/2. Soit x : F; — Q" un ca-
ractére non trivial. On a

Si6b) = — 3 x (W) —— Y x@)x(e - DX — a).

r—a
z€F, z€F,
r#a

Démonstration. Considérons 'application f : P! — P! définie par f(z) = % Vu les hypotheses
sur b, Papplication rationnelle f est de degré 2 (car a # 0,1). Par commodité, on prolonge tout
caractére non trivial x a P}(F,) = F, U {oo} par x(0o) = 0. Avec ces notations, le membre de droite
de I’égalité a démontrer vaut

ZX(M): Yo xU@)= Y x() #{zeP'(F,) | f(x)=1t}.

T —a
zeF, 2€P1(F,) tePL(F,)
r#a

Soit ¢ € P1(F,), écrivons # {x € P*(F,) | f(x) =t} sous une forme plus manipulable. Si ¢ = oo, on a

#{z € P}(F,) | f(z) = oo} = 2 (les deux solutions en question sont z = a et z = c0). Sinon, pour
tout z € Fy, on a

t=f(x) <= z(x—1)=tx —a) < 2> —(t+ 1)z +at =0.
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Vue comme une équation quadratique en z, cette derniére égalité est vérifiée pour 1+ u(d;) valeurs
de z € PY(F,), ol &; est le discriminant

Sp=(t+1)? —dat =t* +2(1 — 2a)t + 1 =t + 2bt + 1.

Par conséquent, # {z € P1(F,y) | f(z) =t} =1+ p(t* +2bt + 1) et

ZX(M> = D x()- (14 p(t® + 20t + 1))

r—a

z€F, teP!(F,)
T#a
= > x () (1+ p(t® + 20t + 1))
telF,
=D X+ > x () u(t? + 20t + 1)
telF, teF,
=0—S,(x;0).

Nous avons utilisé que, par convention, x(co) = 0 et que, comme x est non trivial, Y, x(t) =0. O

Remarque 2.2.15. Soit x : F — @X un caractére non trivial et b € F (quelconque). Alors

Z x(z) (1 + p(z® + 20z + 1)) = Z x(z) + Z x(@)p(z? 4 2bx + 1) = =S, (x; b).

z€F, z€F, z€F,

Or, pour tout @ € F,, 1 + p(x? + 2bx + 1) est un entier pair. Ce qui montre que S,(x;b) = 0 mod 2,
au sens ol Sy (x;b)/2 est un entier algébrique.

2.2.4 Relations de Hasse-Davenport

Commencons par rappeler le « principe de Hasse-Davenport » (¢f. [LN97, Chap. 5, pp. 195-196]).

Soit IF, un corps fini de caractéristique p > 3, fixé pour le reste de cette section. On note & C F,[X],
I'ensemble des polyndmes unitaires a coefficients dans F, et ®;, C @, le sous-ensemble de ceux qui
sont de degré k (k € N*). De plus, on notera P C ® I’ensemble des polynomes irréductibles unitaires
de F,[X].

Définition 2.2.16. Soit A : & — C une application. On dira que A satisfait la condition de Hasse-
Davenport a lordre K € N* si elle vérifie :

(i) A(1) =1,

(ii) |[A(F)| <1 pour tout F' € @,
(iii) MFG) = AM(F)MG) pour tout F,G € ®,
(iv) Pour tout k > K, 3 peq, A(F) = 0.

Avec cette définition, on peut démontrer le Théoréme (formel) suivant.

Théoréme 2.2.17 (« Principe de Hasse-Davenport »). Soit A : ® — C une application qui satisfait a
la condition de Hasse-Davenport & l'ordre K (cf. Définition 2.2.16). Pour tout entier s > 1, on pose

Z deg s/dch

PcP
deg P|s

Alors il existe des nombres complexes w1, ... ,wk (qui ne dépendent que de \) tels que
Vs> 1, S\, s) =wi® +we’® + - +wi’.

Démonstration. On pose ¥o(A) = 1 et pour tout & > 1, on définit 3 (A) = 3" pcq, A(F). On considere
la série formelle :

LX) = B\ X*.

Comme #®;, = ¢* et que \ satisfait la condition (ii) de la Définition 2.2.16, on a |S(\)] < ¢*.
La série £()\, X) est donc convergente dans le disque ouvert {z € C | |z| < ¢~'}. Par multiplicativité
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de A (condition (iii) de la Définition 2.2.16) et comme tout polynoéme F € ® se décompose de fagon
unique en un produit de polynémes irréductibles unitaires, on peut écrire (par un argument usuel) :

LX) =] <§: A(pn)xndegp> =11 <§:(A(P)Xdegp)n> .

PeP \n=0 PeP \n=0

En sommant les séries géométriques qui apparaissent, on constate que £(A, X) s’écrit comme produit
eulérien :
LX) = (1 - Ap)xdes?) ™
PcP
Le logarithme de ce produit eulérien s’écrit alors

deg P\n
—log LA\, X) = ZZ =) degP- an‘fg;)

PePn=1 PeP
e )\ P)n deg P/ deg P xndegP P)s/ deg P x's

C 3 e NI IINIT g AN
n=1PeP s=1deg P|s
o0 XS oo XS

_ . s/ deg P i
S| DD degP-A(P) ; > S s) —. (2.3)
s=1 \degPl|s s=1

Par hypothese, la condition (iv) de la Définition 2.2.16 est satisfaite : L(\, X) est donc en fait un
polynéme de degré < K en X, tel que £(A,0) = 1. On peut donc trouver des nombres complexes
wi,...,wk tels que

LOWX)=1—-wnX)(1 —weX)... (1 —wgX).

Le logarithme d’un tel polynome s’écrit

oo X'S
—logﬁ()\,X) :Z(w15+wzs—|—~~+w1<s) (24)
s=1 §
Rapprochons les deux expressions (2.3) et (2.4) de —log L(A, X) :
3 - S S S XS
:Z(wl +wo® 4+ - +wi?) 5
s=1

Par identification des coefficients de ces deux séries formelles, on trouve bien le résultat annoncé. En
outre, remarquons que le coefficient dominant de £(\, X) vaut

K
K JTwr==x =Y ). (2.5)
k=1

Fedg

O

On pourra consulter [Kat81, §I - § II] pour une interprétation cohomologique de ce Théoréme. On
en déduit le résultat classique ci-dessous.

Théoréme 2.2.18 (Relation de Hasse-Davenport pour les sommes de Gauss). Soit x : ]qu — @X
un caractére non trivial et Fgs /Fy une extension finie de degré s € N*. Comme ci-dessus, on note

x) ]F;S — @X le caractére déduit de x par composition avec la norme (i.e. & = yo NFQS/Fq).
Alors

g (X)) = g,(0)".
Démonstration. Soit x un caractere non trivial de F, on note v, : F; — Q le caractére additif

standard de IF,. Définissons A : & — C 'application qui, a tout polynéme non constant ' = X ko
k1 X 4 a1 X + o € Py (k= 1) associe

AMEF) = x ((=1)%F eo) - g (—ci1).

On pose par ailleurs A(1) = 1. Vérifions d’abord que A satisfait la condition de Hasse-Davenport a
Pordre 1 (¢f. Définition 2.2.16). On a A(1) = 1 par définition et il est clair que |A\(F)| < 1 pour tout
F € ®. De plus, si F,G € ® sont deux polyndémes non constants, mettons

F=XFqco X1y e X4e, G=X'+c XM 4+ X+d,
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alors FG = Xk 4 ()1 + ¢} ) X1 4o g et

AFG) = x (1) Deoch) iy (—err = )
= x ((=1)%Feo) g (—cr-1) - x ((=1)*Ech) g (—c 1)
= AMF)AG).
Il reste enfin a s’assurer que A vérifie la condition (iv) de la définition 2.2.16 : soit £ > 1, on a

Z A(F) Z Z Z Z Feo) hg(—cr—1)

Fedy, ck—1€Fg cp_2€F, c1€Fy co€Fy

= x(-1)f¢"2- Z Z (co)tbq(—cr—1)

cr—1€F, co€lFy

=x(=DF* 2 | DD del=an) | | D2 x(eo)

ck—1€Fq co€Fy
=x(-1)f¢"*-0=0.

En effet, x n’est pas le caracteére trivial donc ZCO X(co) = 0. Ce qui précede prouve que A vérifie la
condition de Hasse-Davenport & ’ordre 1. On peut donc appliquer le Théoreme 2.2.17 : posons

Vs e N*, S\ s) :=— Z deg(P)\(P)/ dee P

PP

deg P|s
Alors il existe un nombre complexe w; tel que S(A, s) = wy® pour tout s € N*; en particulier on sait
que w; = S(\, 1). Il ne reste donc qu’a relier S(\, s) et gg= (x*)).

Fixons a cet effet un entier s € N* : on notera Py I’ensemble des polynomes irréductibles unitaires

dont le degré divise s. Pour tout P = X% + c4_1 X% '+ ... 4+ ¢y € Py de degré d, on note z1,. .., 24
ses racines dans F,. Si z est 'une d’entre elles (on a nécessairement z # 0, sinon X | P), les conju-

gués de z dans I'extension galoisienne F a4 /F, sont 21,...,z4 et on a 21" = 2. De plus, les relations
coefficients/racines donnent que (—1)%co = 2122 ... 2, et g1 = —(21 + 22+ - -+ z4). Ce qui entraine,
Nr,. /r, ( H 2 = (2. 20)" = (-1)%¢ (2.6)

s
Trp, . /IF qu =—(nn+z+ - +z)= —gcd_l. (2.7)

Ainsi, comme x est multiplicatif et ¢, additif, on a

APY = (x((=1) o)y (—ca-1) " = x (<71>Scf/d) y (~2ean)
=X o Nr_./F,(2) - ¥q 0 Trg . /r,(2) = x () (2) - Ygs(2).

Lorsque 'on somme cette identité sur les racines z1, ..., zq de P, on obtient

d
ST XO(@) g (2) = 30X (24) - thge () = d - A(P)*/
) =

car, les z; étant conjugués, ils ont méme trace et méme norme. On peut alors sommer cette derniere
identité pour P € P4 en remarquant que

I1P=J] P=x"-Xx (2.8)
PcPy PcP
deg P|s

On arrive donc a

~S(\s)= Y degP-AP)VIE = Y 3T X (2) 4y (2)

PeP, PEPs ,cF,
P(z):O
= Y X9@) ()= > X (2) g (2) = —gg (X)),
ZEE ze]Fqs
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Dans la derniére égalité, il faut remarquer que le terme « z = 0 » ne contribue pas car y(*) n’est pas
trivial. Ceci conclut la preuve. O

Remarque 2.2.19. Le lecteur pourra consulter [DH35] pour la preuve « historique », [LN97, Theorem
5.14] ou [Weid9] pour des preuves plus « modernes ». Noter I’absence de « (—1)® » dans la relation du
Théoreme 2.2.18. Ceci est dii a notre choix de normalisation pour les sommes de Gauss.

Du Théoréeme ci-dessus et de la Proposition 2.2.7, on déduit immédiatement que les sommes de
Jacobi vérifient également une « relation de Hasse-Davenport & l'ordre 1 » ([LN97, Theorem 5.26]
propose une preuve directe & partir du Théoréeme 2.2.17) :

Corollaire 2.2.20 (Relation de Hasse-Davenport pour les sommes de Jacobi). Soitn > 1 et xo,X1,- -+, Xn :

=X A . . . . .
Fx — Q" des caractéres non tous triviauz. Soit aussi Fys /Fy une extension finie de degré s. On pro-

longe les caractéres x; en ng) qus — @X de la méme facon que précédemment. Alors

Jge (X(())7X ~-~7ng)

) = jq(XO>X1: .. 7Xn)s~

Enfin, a ’aide du Théoreme 2.2.17, nous démontrons le théoréme principal de cette section : c’est
un résultat nouveau concernant les sommes de Legendre S, ();b) introduites a la Section 2.2.3. Plus
précisément, nous prouvons que S,(x;b) vérifie une « relation de Hasse-Davenport & 'ordre 2 ».

Théoréme 2.2.21. Soit x : F} — Q" un caractére non trivial de Fxetbe Fy~{1,—1}. Il existe
deuz nombres complexes ap(x) et Bp(x) (qui ne dépendent que de b et de x) tels que, pour tout entier
s € N*, si l'on note x*) : qus — @X l’extension de x a qus via la norme (i.e. x® =xo NFqs/Fq), on
a

Sgs (X9,6) = aw(x)* + Bo(x)°

De plus, on a ap(x) - Bo(x) = ¢
Enfin, les nombres ap(X) et Bp(X) ainsi associés a la somme S,(X,b) sont, d permutation prés, les
mémes que ceux associés d Sq(x,b) :

{ae(X), B(X) } = {w(x), B () }-

Remarque 2.2.22. Nous verrons plus loin (Corollaire 2.3.5) que |as(x)| = [Bs(x)| = /G- Ce fait est
I’analogue de 1'« hypothese de Riemann » pour les sommes S, (x;b) et n’est pas une conséquence du
Théoreme 2.2.21. Notons également que celui-ci ne se déduit pas d’autres relations de Hasse-Davenport
pour des sommes de caractéres classiques (par exemple celles démontrées dans [LN97, Chapter 5, §5]).

Démonstration (du Théoréme 2.2.21). Avec les notations introduites au début de ce paragraphe, nous
allons définir une application A : & — C adaptée a nos besoins. Dans un premier temps, nous montrons
que A satisfait aux conditions de la Définition 2.2.16. Nous appliquons ensuite le Théoreme 2.2.17
a celle-ci. Enfin, nous relions les sommes S(),s) associées & A aux sommes Sy« (x(*);b) qui nous
intéressent.

Soit x : Fy' — Q" un caractére non trivial et b € F, ~ {1,—1}. On notera @, = X? +2bX +1 €
F,[X] : cest une forme quadratique dont le dlscrlmlnant § = 4(b*> — 1) est non nul. Appelons y et
y' les deux racines (distinctes) de @, dans F, : celles-ci sont conjuguées et vérifient y + 3y’ = —2b et
yy = 1.

Soit alors A : ® — C définie par A(1) = 1 et, pour tout polynéme F € ® non constant,

MF) = x ((=1)*ETF(0)) ng (F(y)F () -

Cette définition est licite : comme F est & coefficients F,-rationnels et que y et y’ sont conjuguées, on
a bien F(y)F(y') € F,. Ainsi construite, 'application A vérifie clairement les conditions (i) et (ii) de
la Définition 2.2.16. Si F,G € &, on a

= x ((-1)*EFCFG(0)) pg (FG(y)FG(Y))
= x (1) F(0)) x ((-1)*#9G(0)) pq (F(y)F(y")) g (G)G(Y))
= AMF)A(G),

et la condition (iii) est également satisfaite par A. Soit maintenant un entier k& > 2; étudions de plus
preés les sommes X (A) = > pcg, A(F). Pour tout I € @y, écrivons la division euclidienne de F' par
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Qp sous la forme F' = A - Qp + (aX + ), ou le reste est aX + 8 € F,[X] et le quotient A € Fy[X] est
nécessairement unitaire de degré k — 2. De plus, comme Q;(0) = 1 et Qp(y) = Qp(y') =0, on a

F(0)=A0)+8 et FyFy)=(ay+pB)(ay + ) =a® - 2bas + 7.

En particulier, A(F) = x(—1)%-x(A(0)+8)uq(a®—2baS+5?). Réciproquement, étant donné A € ®y_o,
o, B € Fg, le polyndéme F' = AQp + o X + 3 est un élément de ®;. Nous venons d’établir une bijection
T:‘I’k—)q)k_QXFqX]Fq.

Si k = 2, ensemble ®;,_y = ®( est réduit au polynéme 1 = XY et

=Y M) =D D ) MAQ +aX + )

Fedy Aedg acF, BeF,

2230 3T ST X(A(0) + B)pg(a® — 2baB + B7)

Aedg a€clF, BEF,

= Z x(1+5) Z pg(a? — 2baf3 + B?)

BEF, a€l,

Or, pour tout 8 € F,, la somme ZQEFQ pg(a? — 2baf + 32) se calcule aisément (Lemme 2.2.3) :

o2 — 9ol + 52 = 4 A si 48%(02 — 1) # 0
a;q/‘q( 2b B+ﬁ ) {(ql)u(l) si 452(1)271) =0.

Comme b2 # 1 et u(l1) =1,0on a
=Y xX(A+B) (D) +x(1+0) - (¢=1) == D x(1+8)+x(1) +x(1) - (¢— 1)
B0 BEF,
=q- > x(B)=q¢
BIeF,

Ce qui montre que Xo(\) = ¢ (car, x étant non trivial, Zﬁ, x(8') = 0). Supposons maintenant k > 2 :
de fagon similaire, on obtient

=D ME) = > Y > MAQy+aX +B)

Fed, A€Py 2 a€F, BEF,

C D0 D0 Do XAO) + Blgla® — 2008 + 5)

A€®,_, a€l, BER,

=x(=DF 3 ST x(A0) +8) | Y ngla® —2bas + 52)

AeDy_o ﬁe]F DLGFQ

=x(=DF- > | =D x(A©0) + B) + (¢ = 1)x(A(0) +0)

Acdy o B#0

=x(=DF >0 [ =D x(A(0) + B) + ax(A(0))

AeDy_o BEF,

=x(=D% Y (= D0 xB) +ax(A0) | =x(=DFq- Y x(A(0)).

A€dy_» B'€F, A€dy 2

Mais, si A € ®_o s’écrit A = X*"2 4+ ap_3XF 3 +... 4+ qp, on a A(0) = ag et

STox(A0)= Y >0 D xla) =¢"F > x(ag) =0.

AEDy_o ap_—3€lF, a1€F, ag€lF, ap€Fy

Par suite, pour tout k£ > 2 on a Xi(A\) = 0. L’application A : & — C vérifie donc la condition (iv)
de la Définition 2.2.16 avec K = 2. Ainsi, A satisfait la condition de Hasse-Davenport : on pourra lui
appliquer le Théoréeme 2.2.17. Avant de ce faire, nous remarquons que 31 () = —S;(x;b). En effet,
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onady = {X -8, BE€F,}et, pour F = X — B:F(0) = —f et F(y)F(y') = (y— B)(y' — B) = Qo(B).
Done A(F) = x((—1)!(=B))u(Qs(8)) = X(B)u(Qs(B)). Par conséquent, on a bien

D) = D CAMEF) =D MX = 8) =) x(B)u@s(B)) = —S4(b;X).

Fed, BEF, BEF,

Dans les notations de la preuve du Théoréme 2.2.17, on a
oo
=3 D(NXF =1-8,(x;b)- X +¢X°.
On applique a présent le Théoreme 2.2.17 sus-mentionné a I'application A avec K = 2 : il existe
deux nombres complexes wy,ws (ne dépendant que de x et b) tels que
Vs € N*, S(A, 8) = wi + ws.

De plus, ces nombres wq,wsy vérifient L(A, X) = (1 —w1 X)(1 —w2X). En particulier 31 (\) = —w; —wa
et wiws = q. Posons wy = ap(x) et wa = Bu(X)-

Tl ne reste qu’a exprimer les sommes S()\, s) du Théoréme 2.2.17 en termes des sommes S (x(*); b)
qui nous intéressent. Soit donc s € N*| nous souhaitons étudier :

— > degP-A\(P)Y/dEP
PeP
deg P|s

Comme dans la preuve du Théoreme 2.2.18, notons P4 ’ensemble des polynomes irréductibles unitaires
de degré divisant s. Soit s € N* et P = Xy 1 X1 4. 4 ¢y € Py de degré d. Si z est une racine
de P dans F,, on trouve (cf. (2.6))

Nr,./r, (2) = (=1)°¢}/*,

D’autre part, si ’'on note z = 21, 29, ..., z4 les racines de P, on a

Nr, . /r, (Qo(z HQb q *HQb (Z") car Qp € Fylz]

s—1 d
i i d
=TI =y) (=" =v) = ([T -9 GE-v) ] =@E@PE)™.
i=0 j=1
Ainsi, comme x et p, sont multiplicatifs, par définition de A, on a

AP = (=1)%e0) " g (PP = x (<16 ") - g (P)PG))TY)
= X © Nr,./5,(2) - ig © Ni,. /5, (Qu(2)) = X7 (2) - 1+ (Qn(2))-

On peut alors sommer cette identité sur les d racines z; € F, de P (qui sont toutes conjuguées, donc
de méme norme) et ’on obtient

D> X(2) - g (Qu(2)) = deg P - A(P)*/°.
oo

Finalement, par (2.8), on a

s)= > degP-A(P)* 4P = 3" 3" ) (2) - pge (Qu(2))

PeP, PePs eF,
P(z)*O
= Y X2 g (Qe(2) = D X (2) - g (@Qb(2)) = —Sge (x).
ZEE z€Fys
29" —2=0

Nous avons donc démontré que, pour tout s > 1,

S(A,s) = Sgs (X\3) = ap(X)* + Bu(x)*  avec  ap(x) - Bu(x) =

La dernié¢re assertion suit de la Proposition 2.2.12, ou 'on a vu que S,(%; b) = S,(x; b). O
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2.3 Hypothese de Riemann pour les sommes de Legendre

A la section précédente (Théoréme 2.2.21), nous avons vu que, pour tout caractére non trivial

X Fy — @X et tout b € F, ~ {1,—1}, il existe deux nombres complexes as(x), By(x) tels que la
somme de Legendre S, (x;b) se décompose sous la forme :

S,(x:0) = aw(x) + Bo(x)  avec  ap(x) - Po(x) = q.

De plus, comme S;(x;b) est réelle (dans tout plongement de Q(¢,—1) dans C), les nombres a;(x) et
By(x) sont conjugués. Dans cette section, nous démontrons en outre que |y (x)| = [Bp(x)| = /¢ (dans
tout plongement complexe de Q) : c’est le Corollaire 2.3.5. Pour ce faire, nous prouvons que ay(x)
et Bp(x) apparaissent naturellement comme racines (inverses) de la fonction zeta Z(Dy/F,,T) d’une
certaine courbe hyperelliptique D, définie sur F, (Théoréme 2.3.4).

2.3.1 Fonction zeta des courbes y? = az? + b

Citons tout d’abord un théoréme de A. Weil (voir [Weid9]) avec nos notations. Soit Fy un corps
fini de caractéristique p > 3 et d > 2 un entier premier a g. On fixe a,b € F et on considere la courbe
hyperelliptique Cy C P? définie sur F, dont un ouvert affine a pour équation

Cy: Y2 =0aX?+0.

Les conditions imposées & a, b et d assurent la lissité de Cy. Le genre de cette courbe est g(Cy) = L%J
(¢f. [Mums84, Chapter 2]). Notons que, lorsque d > 3, la clotfire de Zariski (dans P?) de la courbe
affine ci-dessus n’est pas lisse : la courbe Cy est plutét obtenue par recollement comme suit. On écrit
d=2g+1+d avec § € {0,1} (suivant que d est impair ou pair). Soit alors C; C A? la courbe affine
d’équation Y2 = a X%+ b et Cy C A2 la courbe d’équation V2 = aU'~9 4+ bU?912 on recolle ces deux
courbes affines par (U,V) = (X~1, Y X7971). Ce recollement donne une courbe projective dont on
peut vérifier la lissité. Lorsque d est impair, Cy posséde un unique point a I'infini, qui est [F -rationnel.
Lorsque d est pair, Cy posséde ou bien deux points & I'infini Fg-rationnels (si a est un carré dans F,),
ou bien aucun point & l'infini F,-rationnel (si a n’est pas un carré de F,).

Rappelons également les notations introduites & la Section 2.1.3 : on fixe un idéal premier B de Z
pour disposer du caractére de Teichmiiller t : F,  — Q”. Pour la donnée de d > 2 premier i p, nous
avons construit d— 1 caracteres non triviaux t,, : IE‘un(m) — @X définis sur diverses extensions Fu(m) F,

et dont l'ordre divise d (m parcourant Z/dZ~{0}). Le théoreme de A. Weil peut alors s’écrire :

Théoréme 2.3.1 (Weil). Soit F, un corps fini de caractéristique p > 3 et a,b € F;\. Pour tout entier
d > 2 premier d q, on considére la courbe hyperelliptique définie sur F, et dont un ouvert affine a pour
équation Cq : y? = ax® +b. La fonction zeta de Cy/F,, notée Z(Cyq/F,,T), est donnée par :

1
R - . pu(m)
2CulF ) = gy 1 (1= Bm) -,
meO,™ (d)
ot le produit porte sur l’ensemble d’orbites (9((]2)(d) :
0@ (d) = (z/dzZ ~{0,d/2}) /(qgmod d)  sid est pair,
? (z/d7 ~ {0}) /(g mod d) si d est impair,

et ou B(m) est, a multiplication par une racine de 'unité prés, une somme de Jacobi :

IB(m) = ta(_4a/b)ﬂq(b)u(m) . jq”(m) (taa ta))
pour un choiz quelconque de représentant a € Z/dZ~{0} de ’orbite m.

Nous ne rappelons pas la démonstration de ce théoréme car nous allons effectuer un calcul assez
similaire ci-dessous. Le lecteur peut consulter le limpide [Wei49].

Remarque 2.3.2. Désignons par Lq(T') le numérateur de la fonction zeta Z(Cq/F,, T). Le Théoréme
2.3.1 montre que le polynéme Ly(T) s’annule en ¢t € C si et seulement si

Im e OP(d), B(m) =t

L’« hypothéese de Riemann » pour Z(Cy/F,,T) (c¢f. Théoréme 1.3.2) implique alors que, pour un tel
zéro t € C, on a |t| = ¢~ /2. Ce qui redémontre que lgucm) (s tn)| = ¢“(™/2 dans tout plongement
complexe de Q({q) (voir Proposition 2.2.7).



112 CHAPITRE 2. SOMMES DE CARACTERES ET FONCTIONS ZETA DE CERTAINES COURBES

Exemple 2.3.3. Si a = —1 et b =1/4, on obtient que, pour tout d > 2 premier & ¢, la fonction zeta
de Cq/Fy s’écrit
Hmeoff)(d) (1 — J(m) . Tu(m))

HCF ) = =0 =gty
I(m) = jguon (b tm) == Dt (@)t (1 — 2).
T€F u(m)

2.3.2 Fonction zeta des courbes y? = az?? 4 2bz? + a

Soit F, un corps fini de caractéristique p > 3, on fixe a,b € F, et d > 2 un entier premier a ¢g. On
considere dans cette section la courbe hyperelliptique Dy C P? définie sur F, et dont un ouvert affine
a pour équation

Dg: y? = az®? + 202 + a.

On suppose en outre que a # 0 et que b®> — a? # 0 : ces hypothéses assurent que la courbe Dy /Fq est
lisse et irréductible. Rajoutons I’hypothése que b # 0 (si b était égal & 0, la courbe Dy serait isomorphe
a Cyq de la section précédente). Le genre de la courbe Dy est g(Dy) = d— 1. En outre, comme le degré
du polynéme aX?? + 2bX¢ + @ est pair, la courbe Dy posseéde 2 ou 0 points & I'infini F,-rationnels
suivant, respectivement, que a est un carré de F;* ou non.

Avec les notations de la Section 2.1.3 (que nous avons rappelées a la section précédente), nous
démontrons le théoréme suivant.

Théoréeme 2.3.4. Soit Fy un corps fini de caractéristique p > 3 et a,b € F tels que a? — b2 #£0.
Pour tout entier d > 2 premier a q, on considére la courbe hyperelliptique Dy définie sur F, dont un
ouvert affine a pour équation

Dy : y? = az®? + 2b2¢ + a.

La fonction zeta de Dgy/F,, notée Z(Dd/Fq,T), est donnée par :
Z(D4/F,, T) = T (1= vty - 7o g gl

1
=10,

ot le produit porte sur U'ensemble d’orbites O)(d) = (Z/dZ~{0})/(q mod d) et y(m) est, a multipli-
cation par £1 prés, une somme de Legendre :

V(m) = u/q“(m) (a) : Sq“(m) (tqa %) = _/'[/q“(m) (a) ' Z tq(x) Y (.132 + %b'r + 1) )
IGFqu(m)

pour un choiz quelconque de représentant a € Z/dZ~{0} de ’orbite m.

Démonstration. Nous séparons la preuve de ce théoréme en deux parties. Dans la premiere, nous
« comptons » les points Fyn-rationnels sur Dy pour toute extension finie Fgn /F,. Dans la seconde,
nous utilisons ce décompte de points pour exprimer les coefficients de la série génératrice définissant
Z(Dy/F,,T) et conclure.

Comptage de solutions. Dans cette premiere partie de la preuve, nous démontrons la relation
suivante : pour toute extension finie Fy» /F,, le nombre de points Fyn-rationnels de Dg est donné par

#Da(Fgr) =q"+1— Y pla) S (3 2), (2.9)
x€X(d,q™)
ot X(d,q") désigne ensemble des caractéres non triviaux de Fy. dont la puissance d-iéme est triviale.

Preuve de (2.9). Si Fgn /Fy est une extension finie, on notera Noo(¢") le nombre de points & 'infini
F4n-rationnels de Dy. D’apres la discussion ci-dessus, on a

0 sian’est pas un carré de F5.,
Noo(qn) — { q

2 siaestun carré de Fp..

Autrement dit, on a N (¢"™) = 1+ pgn (a). Nos hypotheses sur a, b (qui assurent entre autres la lissité
de Dy) se réécrivent sous la forme : a # 0,b # 0et b? # a?> <= a # Oet £ £ 0,1,—1. Apres
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avoir pris en compte les Ny (¢") points Fyn-rationnels & Uinfini, il ne reste qu’a dénombrer les points
affines de Dy. On utilise pour cela le Lemme 2.2.1 (qui permet de « compter » les solutions d’équations
quadratiques) :

#Dg(Fgn) = Noo(q") + # {(x,y) € Fon

= Noo(q") + Z # {y € Fgn | y2 = az’® + 2bz? + a}
IE]Fqn

= Noo(¢") + Z L+ g (az®® + 2bz? + a)

z€Fyn

=q" + Noo(q") + Z I (axQd + 20z + a)
z€Fn

=q" + Noo(q") + ptgn(a) - > (2™ + 22?4 1),
z€Fyn

y? = az?? + 202 + a}

d

On « réindexe » alors la somme en posant « z = % » a 'aide du Lemme 2.2.2, on obtient

Z u(x2d 2b d—l—l): Z u(22+%b2+1)~#{x615‘qn|z:xd}

z€Fn z€Fgn

Z Z x(2) | p(2®+ 22+ 1)

zE]Fqn Xd:1

Z Z x(2)p (22—&-2%24—1)

Xd:]- ze]Fqn

Yo S (6l ==Y S (v:h)
x4=1 x4=1

Les sommes écrites ci-dessus portent sur ’ensemble des caracteres x : IF;n — @X dont la puissance
d-iéme est triviale. Parmi ces caracteres figure le caractere trivial 1 dont la contribution a la somme
est Syn (1; 3) = 1 (c¢f Proposition 2.2.12, nous sommes dans le cas ou b/a € F, ~ {0,1,—1}). En
isolant ce terme et en utilisant I’expression obtenue plus haut pour Ny, (¢"), on obtient finalement

#Dy(Fyn) = ¢" + Noo(q") + pgn (a) - Z M($2d+ 20 d+1)

z€Fn
= qn +Noo( Z S Xa a
x4=1
=q"+ No(q") — pgn(a) - 1 = pign(a Z Sen (%)
X d=1
x#1
=0+ (g (@) = e (@)1= (@) 3 S (i)
b% d_1
x#1

=q"+1- Z Hqn (@) - Sqn (X; g) :

X€X(q,9™)

C’est la relation (2.9) qu'il fallait démontrer. O

Réindexation des caractéres et fonction zeta Par définition de la fonction zeta de Dgy/F, (cf.
Section 1.3.2), on a

oo
#Dd (F n)
log Z(Da/Fq, T) = T
Mais, pour toute extension Fgn /F,, nous avons prouvé au paragraphe précédent que :

#Dy(Fgn) =q" +1— Z tign (@) - Sgn (X5 g) :

X€X(d,q™)
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En remplagant #D,(Fg») par son expression dans la série formelle log Z(Dg/F,, T), il suit que

o0 Tn
log Z(Da/Fq, T) =3 _ (" +1= D> mgr(a) Sy (xi§) | —
n=1 X€X(d,qm)
00 )" o<JCZ'vn © T
:Z(qn) D=2 X @ Se (i) | —
n=1 n=1 n=1 \xeX(d,qm)
= —log(1 —¢T) —log(1 —T) = ) Hgn(a) - Sgn (6 3) |

La somme & droite est de la forme
oo
T’Il
Z Z U(qnv X) 77
n=1 \xeX(d,q")

avec a(q™,x) = pgn(a) - Sgn (X% g) Prouvons & présent que les o(q™, x) vérifient les hypotheéses de
la Proposition 2.1.14. Déja, nous constatons que o(q",x) = o(q"™, x9) car z — 29 est une bijection
de Fyn. Soit maintenant Fg/F, une extension quelconque et x € X(d,Q), soit de plus Fg:/Fg une
extension de degré s € N*. D’apres le Théoreme 2.2.21, il existe deux nombres complexes /4 (x) et

Br/a(x) tels que
Sar (x52) = (a0/a0)" + (Byra()) "
Par suite, comme a € F, C Fg, on a
o(Q*, X)) = ng:(a) - Sq- (X(s); 2) = (1a(@) - ansa(x))" + (@) - Brja(x)) "
Cette derniere identité est bien une relation de Hasse-Davenport a 'ordre K = 2, avec
ar(x) = pela) - apa(x) et az(x) = pg(a) - By/a(X)-

Nous sommes donc en mesure d’appliquer la Proposition 2.1.14 :

i > pgn(a)- S (3 2) % =— > log ((1 - al(tm)T“(m)) (1 - ag(tm)Twm))) ,
n=1

x€X(d,q") me0;(d)

Ainsi,

Mneoy ) (1= aa(tm)T™) (1~ 0‘2(tm)TU(M))>

log Z(Da/Fy,T) = log ( (1-T)(1-4qT)

Il reste a expliciter un peu les facteurs dans le produit : pour toute orbite m € O (d), on a a;(t,,) +
@ (tm) = y(m) et ai(ty,) - aa(ty,) = ¢ (cf. Théoreme 2.2.21). Par conséquent,

(1= ar (b)) (1= an(bn)T0) =1 = (@1 (tyn) + 2 (b)) T + @1 (bm)an () - T2
=1 — (m)T™) 4 gutm) . p2ulm),

Ce qui donne bien le résultat annoncé.

2.3.3 Conséquence

Soit b € Fy ~{0,1,—1} et x : Ff — @X un caractere non trivial. Par définition, on a

1S,060)] = | D x(@)u(a® + 2bx +1)| < .

z€F,

On peut en fait démontrer une majoration bien plus forte :
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Corollaire 2.3.5. Soit F,; un corps fini de caractéristique p > 3 et b € Fy \ {0,1,—1}. Pour tout
caractére non trivial x : Fy — Q, les nombres complexes ap(x) et By(x) associés d Sq(x;b) par le
Théoréme 2.2.21 vérifient

law (0] = 1800 = Va.

En particulier, on a donc [S,(x;b)| < 2/4.

Démonstration. Soit b et x comme dans I’énoncé du Corollaire. Nous reprenons les notations des
Sections 2.1.2 et 2.1.3. Soit d I'ordre de x, c’est un diviseur de #F; = ¢—1. Par conséquent, I'ensemble
des orbites O (d) de Z/dZ~{0} modulo I'action de ¢ par multiplication est en bijection avec Z/dZ~{0}
lui-méme. Ceci implique que u(m) = 1 pour tout m € O (d). De plus, comme t; = tla-1/d . Fr— @X
engendre le groupe des caracteres d’ordre d de F*, il existe z, € (Z/dZ)* tel que x = (t1)*x =t._

Soit maintenant D/F, la courbe hyperelliptique d’équation affine

D: y? =22 202 +1.

Le Théoreme 2.3.4 permet d’écrire la fonction zeta de D sous la forme d’un produit :

1
Z(D/]Fq,T)(l_T)(l_qT)'mez/ld!\{o}(lab( m)T) (1= By (tm)T)

L’hypothése de Riemann pour les courbes projectives lisses sur les corps finis (¢f. Théoréme 1.3.2)
affirme que les zéros t € C de la fraction rationnelle t — Z(D/F,,t) sont de la forme t = ¢~1/2 - ¥
(avec 0 € [0, 27[). Ici, il est clair que, pour ¢t € C,

H (1 — ap(tm)t) (1 = Bp(tm)t) =0 <= 3Im € Z/dZ~{0} tel que t = ap(ty,) ' ou By(tm,) "
meZ/dZ~{0}

De la, il suit que |ay(t.,)| = [Bp(tm)| = /g pour tout m € Z/dZ~{0}. En particulier, pour m = z, €

(Z/dZ)*, on a bien
()| = lew(t=)] = Vi = [B(t= )] = [Bo(X)].
La borne sur |S,(x;b)| en découle directement car S, (x;b) = ap(x) + Bo(x)- O

Proposition 2.3.6. Soit F, un corps fini de caractéristique p > 3 et b € Fy ~{0,1,—1}. Pour tout

caractére non trivial x : F — Q”, les nombres complexes ap(x) et By(x) associés d Sq(x;b) par le
Théoréeme 2.2.21 sont des entiers algébriques.

Démonstration. Notons d l'ordre de y : comme x # 1, on a d > 2. Soit également f(T) := qT? —
S,0:0)T +1et g(T) :=T?f(1/T). Par construction de as(x) et By(x), on a

F(T) = (1 =a()T)(1 = B(X)T),

de sorte que g(T) = (T — ap(X))(T — Bo(x)) = T? — Sy(x;b)T + g. Or, la somme S,(x;b) est un
entier algébrique : mieux, d’apres sa définition (Définition 2.2.10), S, (x;b) est un entier de Q(¢4). Soit
K = Q(Cq) et Ok son anneau des entiers (Ox = Z[(4]). Alors le polynéme g est a coefficients dans
Ok et est unitaire. De plus, clairement, g admet ay(x) et Sy(x) comme racines. Ainsi, ap(x) et Bp(x)
sont entiers sur Ok, donc sur Z. O

Remarque 2.3.7. Si x : F — @X n’est pas le caractere trivial, on a

|S,(x;b)| = 24/q si et seulement si ap(x) = Bp(x) = £V

Autrement dit, la somme S;(x;b) est maximale (resp. minimale) si et seulement si a;(x) et Bp(X)
sont réels et positifs (resp. negatlfs) On note par ailleurs que, ¢ := S,(x;b)/2,/q est une racine de
I'unité (dans Q) si et seulement si S,(x;b) = +2,/q. Autrement dit, si ( = S;(x;b)/2,/q, ou bien
¢ = =£1 ou bien ¢ n’est pas une racine de 'unité. De méme, la somme S;(x;b) est nulle si et seulement
si ap(x) et By(x) sont imaginaires purs. Ils sont nécessairement conjugués car S;(x;b) est toujours
réelle (Proposition 2.2.12).

Remarquons enfin que la majoration obtenue |S;(x;b)| < 2,/q est « optimale en exposant », aux
sens des deux lemmes suivants :

Lemme 2.3.8. Soit F; un corps fini de caractéristique p > 3. On suppose que q = 5. Il existe une
constante cq; > 0 (ne dependant que de q) telle que, pour tout b € F, ~ {1, —1}, il existe un caractére

non trivial x : Ff — @X avec |8q(x;b)| = cq\/q. De plus, on peut prendre ¢, = 2/v/5~0,89....
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Démonstration. Commengons par remarquer que, pour b € F, \ {1, -1} fixé, on a

0< ) 8,0 <(¢—2)- max Sy(x;b)*.

x#1

Posons @) = X2 4+ 20X + 1 € F,[X]. Notons ¢ le discriminant de cette forme quadratique :
§=4(b?—1) #0. Alors Qp, admet 1 + u(Jd) zéros dans F, (¢f. Lemme 2.2.1). Pour tout caractére
non trivial x, on a S;(x;b) = S,(X;b) et, par orthogonalité des caractéres, on trouve :

ST8,060)2 =30 Y x@ W u@(@) Q) = S | Y x(@)x() | m(Qu(=)Qu(y))

x#1 x#1 z,y#0 z,y#0 \x#1
-y (Z V(@)X () - 1(xy>> H(Q()Q ()
z,y7#0 X ,
=(g—1) > Qo)) = [ Y (@l
x#0 x#0

D’ou, avec le Lemme 2.2.3,

> S06b)? = (=1 | Y w(@u(@)?) = m(@u(0) | = [ D m(Qu(x)) — 1(@Qu(0))

x#1 z€F, z€l,
=(@@-D(@—0+p0)-1) = (-1-1)° = (¢—1) (¢ — 2 - p(5) — 4

Pour ¢ > 5, on en déduit par une rapide étude de fonctions, que

C(@-D(@—2—p@) -4 _(¢g—1)(¢g—3)—4
m S0 > 5 3 Sib - 02 N
2@;2)2_5=<q—2)>§-q.

Ainsi, il existe un caractére x # 1 tel que |S,(x; b)| > % -1/q- Le cas ot ¢ = 3 serait a traiter a part :

le seul caractére non trivial de F3 est le caractére u d’ordre 2. De plus, le seul élément b € F3~{—1,1}
est b = 0. Auquel cas, on a S3(u;0) = 0 car u(—1) = (=1)B-1D/2 = _1. O

Et la méme remarque vaut dans le sens « orthogonal » :

Lemme 2.3.9. Soit Fy un corps fini de caractéristique p > 3. On suppose que q = 5. Il existe une

constante cf] > 0 (ne dépendant que de q) telle que, pour un caractére non trivial fizé x : Fy — @X,
il existe un élément b € Ty~ {1, —1} avec |Sy(x;b)| = c\/q. De plus, on peut prendre c;, = 1/2.

Démonstration. Un calcul assez similaire a celui effectué a la remarque précédente conduit en effet a

ZS b2 {q —2¢-3 S%x:u,

= ¢ —3¢—2 six#p
bE+1

Voir également [LN97, Exercise 5.56, p. 262]. Dans les deux cas, on a ¢> —2¢ —3 > ¢*> — 3¢ — 2 et
apres une rapide étude de fonctions, on trouve que, pour g > 5,

q —3q—2 ?—-3¢-2 _ 1
max S, (x; S, ( g2 179252,
bA+1 4 ) beZIF q—2 a q(qg—2) 41
bA+1

Ainsi, il existe un élément b € Fy ~\ {1,—1} tel que |S,(x;b)| > %\/Zj Ici encore, le cas ou ¢ = 3
serait a traiter a part car la somme Zb?éil S3(x;b)? ne porte que sur un seul terme Sz(u;0)? et
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2.4 Sommes de Jacobi explicites

Soit F, un corps fini de caractéristique p > 3, les entiers d > 2 tels que d divise ¢" + 1 pour
un certain n € N* occupent une place particuliere dans 'étude des courbes de Fermat sur F, (voir
par exemple [SK79], [Shi86], [TS67], ...). Nous donnons quelques résultats les concernant avant d’en
donner des corollaires relatifs aux sommes de Jacobi.

2.4.1 Lemmes préliminaires

Lemme 2.4.1. Soit ¢ > 3 un entier impair et d > 3 premier d q. On suppose qu’il existe un entier
n € N* tel que d | ¢" + 1 et l’on note ng le plus petit tel entier. Alors l'ordre de ¢ modulo d est pair et

04(d) = ord™ (q mod d) = 2ny.

Démonstration. Tout d’abord, on remarque que ¢>* = 1 mod d donc que 'ordre de ¢ modulo d divise
2ng. De plus,
1= (qod(d))’ﬂo = (an)Od,(d) = (71)oq(d) mod d,

ce qui force o4(d) a étre pair (car d est > 2). On peut alors définir
e = pged(ng, 04(d)/2).
Comme d divise & la fois ¢?"0 — 1 et ¢°(® — 1, il divise aussi leur plus grand commun diviseur
pgcd(q2no . quq(d) o 1) _ qucd(2ng,oq(d)) 1= q2e - 1’
et ceci implique que 2e est un multiple de o4(d). Par définition, 2e divise 04(d) et l'on a ainsi
04(d) = 2e = 2pged(ng, 04(d)/2).

1l s’agit donc maintenant de voir que e = ng. Posons donc dy = pged(d, ¢¢ + 1) et écrivons d = dyds
et ¢° +1 = d1Q avec dy et Q premiers entre eux. Notons que (¢¢ — 1)(¢° +1) = ¢** — 1 = 0 mod d
alors que ¢° — 1 # 0 mod d. Ainsi, d; ne peut pas étre égal a 1 : nécessairement, d; > 1. D’autre part,
Q(¢° —1) = 0 mod dy donc dy divise ¢° — 1. Or, e divise ng et —1 = g™ = (¢°)"°/¢ = 1 mod ds. Donc
do vaut 1 ou 2. Ecrivons maintenant d sous la forme d = 25d’ avec s > 0 et d’ impair et distinguons
trois cas :

— Si s =0, i.e. sid est impair, dy ne peut étre autre que 1 et ¢° + 1 = d1Q = dQQ = 0 mod d. Par
minimalité de ng, ny < e mais, par définition, e < ny. Ainsi on a e = ng et 04(d) = 2e = 2ny, ce
qu’il fallait démontrer.

— Si maintenant s = 1, alors d = 2d’ divise ¢ = 1 si et seulement si d’ divise ¢ & 1 pour tout
n. Ce qui implique que 1’ordre de ¢ modulo d = 2d’ est égal a celui de ¢ modulo d’'. De plus,
Ihypothése du Lemme que d divise ¢" + 1 pour un certain n est aussi valable avec d’ (avec le
méme ng) et 'on peut utiliser le résultat du cas précédent : en particulier, 'ordre de ¢ modulo
d' est pair et égal a 2ng.

— Supposons enfin s > 2. Commengons par remarquer que ng est impair. En effet, si ng était pair,
comme ¢2 = 1 mod 4, on aurait ¢"® = 1 mod 4 et donc ¢"° +1 = 2 mod 4, ce qui serait contraire
a 'hypothese que 4 divise ¢"° + 1 (car 4 divise 2°d’ = d dans ce cas). Ecrivons alors que

g+ 1=q" —(=1)" = (g+1)(g™ =g 2+ +¢* ¢+ 1) =0mod 2°,

ou le second facteur est impair. Ainsi ¢ +1 = 0 mod 2° et ¢> = 1 mod 2°, ce qui prouve que
04(2°) = 2.
Sid =1, d.e sid=2° on a donc montré que ng = 1 et 0,(d) = 2 = 2ny. Sid > 1, on a
d" > 3 et on peut appliquer les résultats précédemment démontrés : l'ordre o4(d’) est pair et
vaut 0,(d') = 2n}, ot nfy est Pentier minimal tel que d’ divise ¢ + 1. Comme d’ divise ¢" 41 onl
ng est impair et que ng = n({ mod o4(d’) avec o4(d’) pair, on en déduit que nj est aussi impair.
Auquel cas, on a q”5 +1= (—1)”3 + 1 = 0 mod 2%, ce qui montre que d divise q”3 + 1 et donc
que ng = ng. Finalement, on a o4(d) = 04(d') = 2nj = 2ny.

O

Une conséquence de ce Lemme apparait dans [Ulm02, Lemma 8.2] :
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Lemme 2.4.2. Soit F; un corps fini de caractéristique p > 3. Pour tout entier d > 3, on note d

nouveay (952)(d) l’ensemble d’orbites suivant :

02 (d) = (Z/dZ ~{0,d/2}) /{(gmod d)  sid est pair,
! (Z/dZ N {O})/(q mod d) si d est impair.

Pour tout m € (9((12)(d), on note u(m) le cardinal de l’orbite m. On suppose & nouwveau que d divise

q" + 1 pour un certain entier n € N*. Alors, pour tout m € O,(JQ)(d), u(m) est pair et d divise
m(gtm/2 1+ 1).

Démonstration. Soit a € Z/dZ ~ {0} (on suppose également que a # d/2 si d est pair). On pose
d, = d/pged(d, a) de sorte que, notant m 'orbite de a, u(m) = 04(ds) = 04(dy,). Comme d, est un
diviseur de d et que d divise ¢ + 1, la premiére partie de la preuve qui préceéde (Lemme 2.4.1) montre
que u(m) est pair. En effet, on a bien d, > 2 car d, = 1 si et seulement si a = 0 mod d; et d, = 2
si et seulement si d est pair et a = d/2 mod d. La premiére assertion est donc vraie. Démontrons la
seconde. L’entier d, > 2 est un diviseur de d qui divise ¢"° + 1. On peut donc appliquer le Lemme
précédent avec d’ = d, : I'ordre u(m) de ¢ modulo d, vaut 2n], ol n,, est I'entier minimal n’ tel que
d, divise q"l + 1. Ceci montre en particulier que d, divise q”:n +1 = ¢*(™)/2 41, Cette derniére relation
de divisibilité implique facilement que d divise m(q*“(™)/2 + 1) car d, = d,, = d/ pged(d, a). O

2.4.2 Une version étendue du Lemme 2.4.1

Dans cette section, on note ®,,(X) € Z[X] le m-iéme polynéme cyclotomique (voir [Hin08, Cha-
pitre II, §6]). Dans le cas ot m = £ est un nombre premier impair, celui-ci admet une expression
simple : ®p(X) = X1+ X2 +... + X +1=(X*—1)/(X —1). En particulier, ®,(1) = £ et, pour
tout entier a € Z,

Py(a) =0mod ¢ <= a=1mod /. (2.10)

Nous avons trouvé une version plus générale du Lemme 2.4.1, sous la forme suivante :

Lemme 2.4.3. Soit ¢ > 3 un entier impair et d > 3 premier a q. On suppose qu’il existe un nombre
premier impair { tel que d # £ et que d | ®¢(q"™) pour un certain entier n € N. On note ng le plus petit
tel entier. Alors l'ordre de ¢ modulo d est un multiple de £ et

04(d) = ord™ (g mod d) = £ - ny.
Le cas ou ¢ = 2 a déja été traité au Lemme 2.4.1.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que d divise ¢‘™ —1 = (g™ —1)-®,(g™). Par suite, I'ordre
04(d) de ¢ modulo d divise ¢ng. Il s’agit donc de démontrer que, réciproquement, fngy divise o4(d). Si
d divisait ¢"° — 1, on aurait

0=®y(q") = Py(1) = ¢ mod d,

ce qui impliquerait que d divise ¢, et ceci contredirait la primalité de ¢. Ainsi, ¢ divise o4(d) et 'on
peut définir

e := pged(no, o4(d)/0).

Pour conclure la preuve, il faut voir que e = ng. Puisque d divise & la fois ¢/ — 1 et ¢°(d — 1, il
divise leur plus grand commun diviseur. Or,

pacd (qeno _ 1, g% _ 1) — peed(tno,oq(d) _ 1.

Donc d divise ¢Ped(fro-2a(d)) _1 et par définition de I'ordre, o,(d) divise pged(£ng, 04(d)) = £-e. Mais,
par construction, ¢ - e divise o4(d). Donc on a o4(d) = £ - e.

Par ailleurs, d divise le produit ®,(¢%)(¢¢ — 1), mais pas ¢ — 1. On peut donc définir Pentier
dy := pged(®y(q°), d), qui vérifie d; > 2. Ecrivons d sous la forme d = didy et ®4(q°) sous la forme
®y(q°) = d1U, avec pged(da, ¥) = 1. On a maintenant ¥ - (¢¢ — 1) = 0 mod da, donc dy divise ¢¢ — 1.
Or, par définition, e divise ng. Donc

0=®,(¢g"™) = Pp(1) = ¢ mod da.

Ce qui impose d2 = 1 ou de = ¢. On distingue alors deux cas :
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— Si d n’est pas divisible par ¢, on a nécessairement do = 1. Ainsi d divise ®,(¢¢) et, comme ng est
minimal parmi les entiers n tels que d divise ®4(¢™), on a e > ng. Mais e divise ng, on a donc
e=mng et og(d) =0-e=1{-ny.

— Si maintenant d = ¢5d’ avec s > 1 et d’ premier & ¢, on montre dans un premier temps que s
vaut nécessairement 1. En effet, si pour un certain entier a € Z, £2 divisait ®,(a) alors on aurait
a = 1 mod ¢. On écrirait alors a = 1 4 fa’ et on obtiendrait

-1
0= ®y(a) = Z(l +0a')' =Y (1+ita") =0+ tad

=0 i

~
—

LE —1) = ¢ mod ¢2.

I
=)

Ce qui est absurde. En particulier, comme d divise ®¢(¢q"™), on a d = ¢! - d’ avec d’' premier A /.
Considérons a présent n’ le plus petit entier n tel que d’ divise ®4(¢™). D’aprés ce qui précéde,
Vordre o4(d') de ¢ modulo d’ vaut o,(d’) = ¢ - n'. Par conséquent, comme ¢ ne divise pas o4(¢),
on a
04(d) = ppem(o4(£), 04(d')) = ppem(oq(¢), £ - n') = £ - ppem(oq(L), 7).

Soit n € N* tel que o,(¢) divise n. Comme ®,(g% ")) divise ®4(¢"), on a ®¢(¢") = 0 mod
¢. De méme, si n' divise n, on a ®,(¢") = 0mod d’. Si on note m := ppcm(oq(¢),n’), on
a donc Pp(¢™) = O0mod ¢d’ = 0 mod d. Par minimalité de ng, on a ng < m. Cependant,
04(d) = £ - ppem(o4(€),n') = € - m divise £ - ng. Ainsi m = ppem(o4(£),ng) divise ng et est donc
égal & ng. Nous en concluons donc que o4(d) = £ - ny.

O

2.4.3 Théoréme de Shafarevich-Tate et conséquences

Théoréme 2.4.4 (Shafarevich-Tate). Soit Fo2 /Fq une extension quadratique de corps finis de ca-
ractéristique p > 3. Soit x : FS, — @X un caractere non trivial. On suppose que la restriction de x a

FS est triviale. Alors la somme de Gauss gg2(x) s’écrit

g82(x) = —x(—¢) - Q@ = —x(—¢) - V@2,
ot c € Fo2 est un élément tel que TrFQ2/]FQ (c)=0.

Démonstration. Nous renvoyons la lectrice & [TS67, Lemma] pour la preuve originale, ou bien  [Ulm02,
Lemma 8.3], ou encore & [LN97, Theorem 5.16]. O

On fixe un corps fini F, de caractéristique impaire. Reprenons les notations introduites a la Section
) — @X dont
Pordre divise d (ot m parcourt Z/dZ~{0}). Pour écourter les énoncés, si m € Oy (d) est une orbite
de Z/dZ~{0} sous I'action de ¢ par multiplication, nous noterons j,u(m) (tm, t,) la somme de Jacobi
que nous devrions noter j,um (tq, ts) (pour un choix quelconque dun représentant a € Z/dZ~{0} de
Porbite m).

2.1.3 : pour tout entier d > 3 premier a ¢, on dispose de caractéres non triviaux t,, : IFun(m

Corollaire 2.4.5. Soit Fy un corps fini de caractéristique p = 3. Soit d > 2 un entier premier d g,

on suppose qu’il existe n € N* tel que d divise ¢" + 1. Alors, pour tout m € (95(2)(d), u(m) est pair et
l'on a

jqu(m) (tma tm) - _qu(m)/2 et jqu(m) (tmv Nqu(m)) = _qu(m)/2v

. =X, \ .
0l fgu(m) IFqX“(m) — Q" désigne le caractére non trivial d’ordre 2.

Démonstration. Soit m € (9((12) (d) comme dans ’énoncé, on note d,, = d/ pged(d, m) (ou pged(d, m)
désigne la valeur commune des pged(d, a) pour a € m) et K,, = Q({g4,,). On a vu (Proposition 2.1.5)
que t,, est d’ordre d,, et a valeurs dans le corps cyclotomique K,,. Ici, comme m & Oéz)(d), on a
dp, > 2. D’aprés les Lemme 2.4.1 et Lemme 2.4.2, Porbite m est de cardinal u(m) pair et d divise
m(q"(™/2 4-1) (sous I'hypothese que d divise ¢ + 1 pour un certain n € N*). Soit alors Q = ¢*“(™)/2,
I'extension Fg2 /Fq est quadratique et t,y, : ]FCX22 — @X est un caractére non trivial dont la restriction
a ]Fé est triviale. En effet, (@ 4+ 1)m/d est un entier et par construction de t,,, on a

Vo €FY,  to(x) = t(z)@ ~Dm/d = (@~ 1)@+1Dm/d _
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De plus, t2, vérifie les mémes hypotheses : t2, n’est pas trivial (car 'ordre d,, de t,, est > 2) et

sa restriction a Fé est triviale (puisque c’est le cas pour t,,). On peut ainsi appliquer le Théo-

réme de Shafarevich-Tate (Théoréme 2.4.4) successivement & t,, et t2, : pour tout ¢ € Fpe tel que
Trp ., /ro(c) =0, 0on a

gQ2 (tm) = _tm(_c) “Q et gQ2 (tgn) = _t72n(_c) Q.

Or, par la Proposition 2.2.7, on a

= 8@2 (tm) - gQ2 (tm) (_tM(_C> ) Q>2 _ tM<_C)2

g=(t2,)  —t2(—0-Q  tZ(—¢)

Ce qui termine la preuve de la premiere identité.
Pour démontrer la seconde identité, commencons par faire la remarque suivante : notons encore

jQ2 (tm7tm> : Q = _Q = _qu(m)/Z.

= q""/* et u o 5 —> Q" le caractére non trivial d’ordre 2 sur FX, et 1’ sa restriction & FX.
(m)/2 oo X Q Q 2 Q
Alors Pordre de p/ vaut (voir [LN97, Chapter 5, §1]) :

2 2 2 2
pged (2’ %/)_11) - pecd (2 (qu(mr)/Q—(1))(/qu(7;)/2+1)) B pged (z’qu(m)/Z + 1) - pged (2,Q 4 1) -
qu m)/2 __ i qu m)/2_

car @ + 1 est pair. Autrement dit, la restriction p’ de p & Fg est triviale. On peut donc appliquer le
Théoréme de Shafarevich-Tate (Théoreme 2.4.4) successivement & p, t,, et p-t,, (comme ci-dessus) :
pour tout élément ¢ € Fg2 tel que Try , /r,(c) =0, on a

_ 802(t) 82() _ (“bu(-0Q) - (n-9Q) | umyz

j 2(t 7:“) -
e 8qz (k- tm) (=t (—c)u(—0)Q)
Ce qui acheve la démonstration. Noter que nous aurons souvent besoin de ce résultat sous la forme
suivante : jgz (b, )2 = g™, -

Corollaire 2.4.6. Soit F, un corps fini de caractéristique p > 3. Soit d > 2 un entier premier a q,
on suppose qu’il existe n € N* tel que d divise ¢" + 1.
Alors, pour tout m € (9((13) (d), on a

u(m)_

jqU(mr) (tnu tm; tnL) =4q

Démonstration. Supposons que d divise g™ 4+ 1 pour un certain entier n € N*. Pour tout m € 05(13) (d),
Vordre de t,, est d,, = d/pged(d,m) et, comme m est différent de 0,d/3,2d/3 (si d est divisible
par 3), on a d,,, > 3. D’aprés les Lemmes 2.4.1 et 2.4.2, 'orbite m est de cardinal pair u(m) et d
divise m(q"“(™)/2 4 1). Posons, comme & la preuve ci-dessus, Q = ¢*(")/2. Alors I'extension Fg2/Fg
est quadratique et le caractere t,, : Féz — @X vérifie I’hypothése du Théoreme de Shafarevich-
Tate (Théoreme 2.4.4), a savoir que t,, n’est pas trivial et que sa restriction a Fg est triviale (la
démonstration en a été faite dans la preuve du Corollaire précédent). Il en est donc de méme pour t3,
car l'ordre d,,, de t,, est > 3. D’oll, en appliquant le Théoréme 2.4.4 A t,, et t3, :

82 (tm) = —tm(—c) - Q et gqa(ty,) = —t7,(—c)- Q,

ol ¢ € Fg2 est un élément tel que TrFQQ/]FQ (¢) = 0. D’apreés la Proposition 2.2.7, on a

82 (tm)®  (tm(=0) Q) o um
et | wca T

Ce qu’il fallait démontrer. O

jQ2 (tma tm7 tm)



Encadrement de « valeurs spéciales »

Ce chapitre développe les outils « analytiques » utilisés dans la suite de cette thése pour encadrer
les valeurs spéciales des fonctions L de certaines courbes elliptiques sur K = F,(¢). Soit & une famille
de courbes elliptiques Eq définies sur K = F,(t), indexée par I'ensemble des entiers d > 2 premiers
& ¢. Supposons avoir écrit la fonction L d’'une courbe E; € & sous la forme :

LE/KT) = [ (1-wm) 4™,
me0;(d)

ot le produit porte sur 'ensemble des orbites Oy (d) de 'action de ¢ par multiplication sur Z/dZ~{0}
et ol, pour tout m € Og(d), w(m) est un entier algébrique explicite. Comme on I'a expliqué a la
Section 1.6, nous avons besoin d’encadrer la valeur spéciale L*(E4/K,1) en fonction de la hauteur
H(E;/K).

Dans la premiere section de ce chapitre, nous démontrons une majoration de la valeur spéciale
pour une classe de fonctions L. Ce résultat est un cas particulier de [HP16, Theorem 6.5]. Notre
majoration est d’application plus restreinte, mais elle est plus explicite et sa preuve plus élémentaire.
Nous retrouvons aussi une forme explicite et effective de la majoration du rang obtenue par Brumer
[Bru92, Proposition 6.9], dont la démonstration ne fait pas appel aux formules explicites de Weil. Nous
obtenons (Proposition 3.1.8) :

Théoréme. Si E; € &, on a
log |L*(Eq/K,1)] loglog d

d-logq log d

)

ot la constante implicite est absolue (et effective).
Dans la seconde section, nous démontrons une minoration de la valeur spéciale de fonctions L
satisfaisant quelques hypothéses supplémentaires. Nous supposons que L(Eq/K,T) est telle que :

(i) Pour tout m € Oy(d), w(m) est un entier du corps cyclotomique Q(Cq,, ), ot dy, := d/ pged(d, m).
En particulier, on a w(m) € Q(¢q).

(ii) Pour tout ¢ € (Z/dZ)*, on note o, € Gal(Q((4)/Q) lautomorphisme qui lui correspond dans
I'identification Gal(Q(¢a)/Q) =~ (Z/dZ)*. Pour tout m € O;(d), on a o¢(w(m)) = w(t - m).

A Paide de ces deux hypotheses, on démontre (voir Théoréme 3.2.2) :
Théoréme. Si E; € & et si L(E4/K,T) vérifie les hypotheéses ci-dessus, on a

W) _ log L (Ba/K. 1)
d = d-logq ’

ot W(d) > 0 admet une expression explicite en fonction des « valuations p-adiques » des w(m).

Pour préciser I'énoncé, fixons un idéal premier B C Z au-dessus de p. Pour tout m € O)(d), on
note P, = Q(¢a,,) N'P. Alors W (d) s’écrit comme une somme de termes de la forme

max {(Lu(m) - w}'
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Dans tous les cas, on a 0 < W(d) < d et 'on en déduit la minoration « de Liouville » :

| < log|L (/K )|
d-logq

La minoration de L*(E4/K, 1) devient meilleure que cette minoration « triviale » si ’'on connait une
meilleure majoration de W(d). Dans le cas olt w(m) est une somme de Jacobi (ou un produit de
sommes de Jacobi), on peut expliciter complétement W (d) en décrivant les valuations ordy,, , w(m).
La troisieme section est dédiée a ce calcul, basé sur le théoreme de Stickelberger.

Une fois obtenue, a l'aide de ces calculs, une expression assez explicite de W(d), nous aurons
besoin d’un résultat d’équidistribution pour démontrer que W (d) = o(d) (lorsque d — o0). La preuve
du théoréme ci-dessous (Théoreme 3.4.1) et de ses corollaires occupe la derniére section de ce chapitre :

Théoréme. Soit I un intervalle de [0,1] de longueur u(I) et 2 C N* un ensemble infini d’entiers.
Soit également, pour tout entier d € 9D, un sous-groupe Hg de Gq = (Z/dZ)* tel que « Hy n’est pas
trop petit ». Alors, lorsque d — oo (avec d € 2), on a

1 1
#Gy Z

u([)fm-#{teHd [{Z} eI} =o(1).

Notations

Nous utiliserons librement les résultats de base sur I’arithmétique des corps cyclotomiques : voir
par exemple [Coh07, Chapter 3, §5], [TR90, Chapter 13, §2] et [Was97, Chapter 2]. Par ailleurs, pour
tout « € R, on notera | x| la partie entiére de x et {x} = = — |x] sa partie fractionnaire : ¢’est 'unique
nombre réel de [0,1] tel que x — {z} € Z.

Dans tout le chapitre, on fixe une puissance ¢ d’'un nombre premier p > 3. Pour tout entier d > 2
premier a p, on note a nouveau O (d) I'ensemble des orbites de Z/dZ~{0} sous I'action de ¢ mod d
par multiplication :

0, (d) := (Z/dZ~{0}) /(g mod d).

Comme ¢ est premier a d, entier pged(d,m) est bien défini pour m € Op(d) : c’est la valeur
commune de pged(d,a) pour a € m. On pose alors d,, = d/ pged(d, m). Pour toute orbite m € Oy (d),
on définit par ailleurs :

u(m) = #m = min {v € N*

Va € m, ¢"a =amod d} = ord* (¢ mod d,),

ol, comme précédemment, on a noté o,(d) 'ordre (multiplicatif) de ¢ modulo d.

Pour tout entier n € N*, on note ¢, = e2™/" et K,, = Q(¢n) le n-iéme corps cyclotomique.

Pour tout diviseur d’ de d, on note Ky le corps cyclotomique Kg = Q((w) et L = Q({4). On
identifiera Gal(Ky /Q) & (Z/d'Z)* viat € (Z/d'Z)* + o, ot 0¢(Car) = (Car)'. Par commodité, on fixe
également un idéal premier 8 de L au-dessus de p : celui qui est sous I'idéal B de Z utilisé pour définir
le caractére de Teichmiiller & la Section 2.1.2. Pour tout diviseur d’ de d, on note alors p’ = PN Z[(s]
I'idéal premier de Q(Cy) = K4 qui est au-dessous de ‘B, donc au-dessus de p. Attirons I'attention du
lecteur sur le fait que la notation p’ ne fait pas intervenir explicitement d’.

3.1 Calcul et majoration de valeurs spéciales

Dans cette section, nous démontrons une majoration de « valeurs spéciales » que nous utiliserons a
plusieurs reprises de la fagon suivante : si E est une courbe elliptique sur K = FF,(¢) et que sa fonction
L est de la forme (3.1) ci-dessous, alors

log L*(E/K,1)

log H(E/K) <0+0(1) (H(E/K) — 00).

Sous cette forme, le résultat est un cas particulier de [HP16, Theorem 7.5]. Notre théoréme est d’en-
vergure beaucoup plus restreinte, mais sa preuve est plus élémentaire.

3.1.1 Cadre

Soit d > 2 un entier premier & g. On considére dans cette section des polynoémes Lq(T) € Q[T] de

la forme
K
Lo(m) = ] (H (1—wk<m>~T"<m>)>, (3.1)

meM \k=1
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ot M C O (d) est un ensemble d’orbites, K € N* est un entier fix¢ indépendamment de d, et, pour
tout m € M, wj(m) € Q est un nombre algébrique tel que |w;(m)| = ¢“™ dans tout plongement
complexe. Ces polynomes modélisent les fonctions L des courbes elliptiques que 'on étudiera.

Pour un tel polynéme L4(7T), on appellera rang de Ly(T) son ordre d’annulation en 7' = ¢~
r = ordp—,-1 L(T). On pose de plus

L noté

Ly(T)
(1—qT)

On note que si Ly(T') est & coefficients entiers, il en est de méme pour L}(T). Pour tout m € M, on
pose

Ly(T) =

1 _ Wk Tu(m)).

||::]N

Appelons 7, = ordp_,-1 gm(T) et posons g;"n(T) = gn(T)/(1 — ¢qT)™. Alors g%, (¢7!) # 0 et la
« valeur spéciale » de L4(T') s’écrit

IT omta™.

meM

3.1.2 Lemmes préliminaires

Commengons par prouver quelques résultats sur laction de g sur Z/dZ. Pour ce faire, nous aurons
besoin du Lemme ci-dessous.

Lemme 3.1.1. Il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout entier n € N*, n > 2, on a

Z n
log d log n’

d|n
=2

La constante C' est effective, on peut choisir C' < 4

Démonstration. Soit n > 2 un entier et X € R un parametre a choisir dans l'intervalle 2 < X < n.
Séparons la somme a majorer en deux parties :

¢(d) ¢(d)
;logd dz: logd_'_dz: logd’
d>2 2<d<X X<d

Dans la seconde somme, par croissance de x +— logx, chaque terme est inférieur ou égal &
¢(d)/log X de sorte que

logd logX Z o(d logX qu logX
X<d

Pour majorer le premier terme, on commence par remarquer que la fonction z + (z — 1)/logx est
croissante sur [2, +o00[. Pour tout d € [2, X], sachant que ¢(d) < d — 1, on obtient :

_ 2 2
IR Rl D IREE
logd o logd logX log X log X

dln
2<d<X 2<d< X 2<d<X

Par suite,

) X2 n
; logd ~logX = logX’
X<d
Le choix de X = /n donne alors

X2 n no_mn n n _ 4n
logX logX logy/n logy/n logn’

Ce qui démontre I'existence d’une constante C' < 4 telle que 'inégalité de ’énoncé est vérifiée. O
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Remarque 3.1.2. Pour le moment, on ne sait pas démontrer mieux que C = 4. Cependant, des
simulations numériques suggerent que C' ~ 1.61... serait un choix optimal. Ci-dessous, nous avons

tracé (en rouge) la fonction C' : n — 10% : Zg|>n i(gdi pour n € [1,103]. Le maximum de cette fonction
>2

dans cet intervalle est atteint pour n = 60 et C'(60) ~ 1.606272... .
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Soit maintenant ¢ la puissance d’un nombre premier p > 3 et d un entier premier & q. On peut
décomposer Z/dZ~{0} comme une union disjointe

2/dz~{0} = | | g (Z)dT) (3.2)

d'|d

en répartissant les éléments m € Z/dZ~{0} selon la valeur de d’ = d/ pged(d, m). L’action de ¢ par
multiplication sur Z/dZ~{0} respecte cette décomposition puisque ¢ est premier a d (au sens ou, si
m € Z/dZ\{O} pged(d, g - m) = pged(m, d) : i.e. sim € % - (Z/d'Z)* alors I'orbite entiere de m est
incluse dans 4 - (Z/d'Z)*). Par conséquent, I'ensemble O (d) = (Z/dZ~{0})/{g mod d) des orbites
de Z/dZ~{0} sous l'action de ¢ par multiplication admet lui-méme une partition analogue & (3.2) :

O}(d) = (Z/dZ~{0})/{q mod d) = | | g : ((Z/dlz)x> . (3.3)

!
7l (g mod d')

Rappelons que pour tout entier n premier & ¢, on peut interpréter o,(n) = ord™ (¢ mod n) comme
Pordre du sous-groupe {(q),, de (Z/nZ)* engendré par ¢; I’ensemble des orbites de l’action de ¢ par
multiplication sur (Z/nZ)* s'identifie au groupe quotient (Z/nZ)* /(g),. On a donc o4(n) | ¢(n) =
#(Z/nZ)*. Par suite, pour tout entier d’ > 2, on a # ((Z/d’Z)X/<q>d/) = ¢(d')/oq4(d’"). On obtient
alors la relation importante :

o(d
/
#Oy(d) = ) ord

d'|d
d'>2

(3.4)

Dans la Proposition ci-dessous, nous donnons divers encadrements de #0O,(d) et de quantités liées
a laction de ¢ sur Z/dZ.

Proposition 3.1.3. Soit d > 2 un entier premier a q. On note d nouveau Ofl(d) l’ensemble des orbites
de Z/dZ~{0} sous l’action de q par multiplication. On a les relations suivantes :

(1) #0.(d Z od < Clogg dd = o(d).

/
d'|d qd
d'>2
(2) > um)=d-1<d.

meO;(d)

(3) Z logu(m) < (Clogq+1) - %;;gd = o(d).
meo; (d)
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(4) A q fizé, lorsque d > 2 parcourt lensemble des entiers premiers d g, #0O,4(d) nest pas borné.

La constante C' est la méme que celle du Lemme 3.1.1.

Démonstration. Soit d’ un entier > 2. Par définition de ordre, d’ divise ¢°7(¢) — 1 : en particulier, on
a donc logd’ < 04(d’) log g. On déduit alors du Lemme 3.1.1 la premiére majoration souhaitée :

3 o(d Clogq- —
¥ 0q(d d,‘dl log d
d'>2 d'>2

La seconde relation est une conséquence de la partition d’un ensemble comme réunion d’orbites
disjointes sous une action : on a

Z/dZ~{0} = || m,

meo; (d)

et il reste a remarquer que #m = u(m) pour tout m € Oy(d). Passons a la preuve de la troisieme
majoration : pour tout diviseur d’ > 2 de d, on note Gy = (Z/d'Z)* et {(¢)ar C G4 le sous-groupe
engendré par ¢. En utilisant la partition (3.3) de O;(d), on remarque dans un premier temps que

Z log u( Z Z logu ( Z Z log o,(d")

me0;(d) d'|d m'€G g /{a) g d'|d m'€Gyr /{q) g
d'>2 d'>2
_ d' no_ (b(d/) /
=y 0q(d') = Z oo (@) 8o @):
d'|d d'|d
d'>2 d'>2

Séparons cette derniére somme en deux parties en fonction d’un parameétre Y € [2,d] & choisir ci-
aprés. En utilisant le fait que la fonction y — (logy)/y est décroissante sur [2, +oo] et la majoration
de #0;(d) obtenue ci-dessus, on trouve que

Z (b logo = Z d) log Z d) log (d)

d'\d d'\d d'|d
d'>2 2<d’'<Y Yy<d
<Z5 1OgY /
<logV - >~ v 2 o)
d'|d d'|d
2<d’'<Y Y<d
/( logY ’
<logY - #0,(d D o(d)
d'|d
d logY
< Ol -—— -logY -d
81 ogq 08T Ty
4 Clogq- logY n logY ’
logd Y

On choisit donc Y =logd < d et I'on obtient que

d-loglogd d-loglogd
E 1 < (C1 1)- =o(d),
me0/(d)

la constante implicite ne dépendant que de g. Démontrons enfin la derniere assertion : on fixe ¢ et il
s’agit de produire une suite d’entiers d premiers a ¢ tels que #0; (d) — oo. Pour tout entier N € N*,
on pose dy = ¢~ + 1, un entier pair et premier & ¢. Alors, le Lemme 2.4.1 s’applique : I'ordre de ¢
modulo dy vaut o4(dy) = 2N. De plus, pour tout diviseur d’ > 2 de dn, on a 04(d’) | 04(dn) = 2N.
En particulier, on a

#0O! (dy) = % ol %gﬁd dN) >

d’'>2 d'>2
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Mais, par construction, logdy = log(¢" + 1) > N -logq. D’ot1 I'on tire la minoration

dN—1>logq dN—1>10gq dn

/d > = N = : .
#04(dv) 2 5 2 logdy 3 logdy

Ainsi, lorsque N — 00, le nombre #O;(d n) d’orbites tend également vers +oo. Mieux, on a démontré
que la majoration de l'item (1) de la Proposition est optimale ; au sens ot, pour tout N € N*,

logg dn
3 logdyn

N
< #0Oy(dn) < Clogg - o dn

Ceci conclut la preuve de la Proposition. O

3.1.3 Majoration du rang et de la valeur spéciale

Soit ¢ > 3 un entier impair et d > 2 premier a ¢g. On considére un polynéme Ly4(T) de la forme
(3.1). On a une majoration triviale de 'ordre d’annulation de Lq(T) en T = ¢~ (son « rang ») :

ordr—g—1 Lqg(T) < deg Lq(T Z deg g, (T) = Z K -u(m
meM meM
<Ko Y um)=K(d-1) <k d.
me0;(d)

La Proposition 3.1.5 ci-dessous raffine cette premieére borne (en O(d)) en une majoration bien meilleure
(en O(d/logd)). Commencons cependant par donner une expression explicite de 'ordre d’annulation
de Ly(T) en T =g~ .

Lemme 3.1.4 (Expression du rang). Soit d un entier premier & q et K > 1 fizé. Pour tout polynéme
Lq(T) de la forme (3.1), on a

ordy_y 1 La(T) = S # {k e [1, K] ‘ wi(m) = qu<m>}.

meM
Démonstration. Par définition, Ly(T') s’écrit comme un produit
K
= ] gm(™) otgn(@) =]] (1 — wi(m T“(m)) :
meM k=1

On a immédiatement ordp—,—1 La(T) = >, cpg 0rdr—g-1 gm(T). Et, & m € M fixé, il est clair que

I'ordre d’annulation de g,,(T) en T = ¢~' est égal au nombre de wy(m) égaux a ¢*™ (pour k €

[1, K). O

Proposition 3.1.5 (Majoration du rang). Soit d un entier premier ¢ q et K > 1 fixé. Pour tout
polynome Lq(T) de la forme (3.1), on a

d d
dpr_.-1 Lg(T) < C1 K — [
OriT=q a(T) < Clogg logd oK log d

Démonstration. D’apres le Lemme ci-dessus, on a

ordr_ys La(T) = 3 #{k € [1L,K] | wplm) = ¢ } < #M - K < #0}(d) - K
meM

La majoration de #0O; (d) obtenue a la Proposition 3.1.3 (item (1)) donne alors le résultat attendu. [

Remarque 3.1.6. On obtient ainsi facilement une version explicite de la borne de Brumer [Bru92,
Proposition 6.9] pour le rang des courbes elliptiques sur K = F,(¢) dont les fonctions L sont de la
forme (3.1).

Terminons cette section par des résultats sur les « valeurs spéciales » des polynomes de la forme (3.1).
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Proposition 3.1.7 (Expression de la valeur spéciale). Soit d un entier premier a q et K > 1 fixé.
Pour tout polynéme Ly(T) de la forme (3.1), on pose

La(T)

O =Ty

avec 1 = ordp—g-1 Lqg(T)) comme ci-dessus.

Pour toute orbite m € M, soit également Z,, = {k € [1, K] | wx(m) = q“"™ }. Alors

L= I (utm## IT (1-20))

meM k¢ Zm,

Démonstration. On note a nouveau, pour toute orbite m € M C O;(d), le facteur

gm(T) = ﬁ (1 — wg(m) -T“(m)) .
k=1

On pose alors Z,, = {k € [1, K] | wi(m) = ¢“(™}. On constate que r,, = #Z,, = ordy—g-1 g (T).
De plus, considérons g}, (T) = gm(T)/(1 — ¢T)™ . Un calcul rapide montre que

e =TT wtwy- T (1= 0) ~amre IT (1-200).

kE€EZm k¢ Zm k¢ Zm

Par construction, on a r = ordp—g-1 La(T) = >, cpqTm et LY(T) = [],,ciq 95 (T). Donc, lorsque
Ion évalue L5(T) en T = g~!, on obtient le produit des g¢,(¢~!) (m parcourant M), quantités que
I’on vient d’expliciter. O

Proposition 3.1.8 (Majoration de la valeur spéciale). Soit d un entier premier ¢ q et K > 1 fizé.
Pour tout polynome Lqy(T) de la forme (3.1), on pose

Lq(T)

=TTy

avec r = ordp—q-1 Ly(T) comme ci-dessus.

Alors
d -loglogd d -loglogd

log |L% (¢~ Y| < 3C - Kloggq -
og|Ly(qg )| <3C - Kloggq og d <K,q logd

Démonstration. Reprenons les notations de la preuve précédente. Par hypothese, pour tout m € M
et tout k € [1, K], on a |wp(m)| = ¢“™ (dans tout plongement complexe de Q). Il suit que, pour
tout m € M,

lgm (@™ D) <u(m)™ - T 2=wu(m)™ 257",
k¢ Z,,

ou 0 < 7y, < K. Par suite, on a

it = TT ot = T1 (e IT [1- 240

meM meM k¢ Zm,
< I womym 257 < T wem)- T 2%
meM meM meM
K
< H u(m)X - H oK _ 9K-#04(d) . H u(m)
meo! (d) meo! (d) meo! (d)

Par conséquent, apres passage au logarithme, on obtient

log |Lj(q™")| < Klog2 - #0,(d) + K - Z log u(m).
meoy (d)

Les deux quantités relatives a Oy (d) ont été majorées a la Proposition 3.1.3 (items (1) et (3)) :

d-loglogd

d
/ < R < .
#0,(d) < Cloggq et E logu(m) < (C'logq+1) og d

logd meo/ (d)
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Finalement, en majorant grossierement log 2 < loglog d, nous avons donc

d -loglogd d -loglogd

log |Li(¢g~H)| < K- (2C1 1)-
og|Ly(q—)| (2Cloggq+1) ogd K9 Togd
C’est bien la majoration annoncée. O

Exemple 3.1.9. Dans la pratique, nous aurons essentiellement besoin du cas ou K = 1. Si K =1 et
que d > 2 est un entier premier a ¢, un polynéme L,4(T) de la forme (3.1) s’écrit :

Lam) = [ (1—w(m)-T“(m)).
meM

Au cours des preuves ci-dessus, on a donné une expression pour 'ordre d’annulation de L4(T) en
T=q"':
ordr—g-1 Lg(T) = #24 ou Zy= {m eM ‘ w(m) = q“(m)} .

D’autre part, on a

L) = IT wew- TT (1- 50

meZg me¢Zg

De plus, on a montré que

log[La(g™")]

loglog d loglog d
pi .

logd 7 logd

< (2Clogg+1)-

3.2 Minoration de valeurs spéciales

Soit Fy un corps fini et d > 2 un entier premier a g. Soit également L4(T) un polynéme de la forme
(3.1). A la section précédente (Proposition 3.1.7), nous avons explicité la « valeur spéciale » associée
a Ly(T) sous la forme d’un produit : avec les notations précédemment introduites, on a

s = T (o IT (1~ 24

meM k¢ Zm,

Dans cette section, nous nous attachons & minorer ce produit (ou plutot le logarithme de celui-ci).
On peut d’ores et déja mettre & part le terme [], ., u(m)#Zm € N*, dont le logarithme est positif
(et négligeable devant d, cf. Proposition 3.1.3, item (3)). Nous écrivons alors le terme restant sous la

forme suivante : 0 <1 . U;’Z%)) I (1 B 352}1))) ’ (3.5)

meEM k¢ Z, meM

ot les y(m) sont des entiers algébriques que 'on pourrait expliciter en termes des données wy(m).
Notons que, lorsque K = 1, on a wi(m) = y(m).

Nous développons donc des outils pour minorer ce type de produit (3.5), en rajoutant des hypo-
théses sur la donnée des y(m). Le but est d’obtenir une minoration de la forme

T (1-22)

meM

W(y, M)
d 9

1
7 log > —logq-

ou W(y, M) € Q* est un nombre positif explicite, qui doit étre « facile » & majorer en termes de d. A
la section suivante, nous expliciterons complétement W (y, M) lorsque les y(m) sont des sommes de
Jacobi.

3.2.1 Cadre et hypotheses

Dans tout le reste de cette section, on fixe ¢ € N* une puissance d’un nombre premier p > 3.

Soit d > 2 un entier premier a g et L = Q((4) le corps cyclotomique correspondant. On suppose
donné un couple (y, M) formé de :

— une application y : Op(d) — Q((4) = L, i.e. un ensemble {y(m)}meog(d) d’éléments de L,

— un ensemble non vide d’orbites M C O] (d).
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Pour toute orbite m € O (d), on note d,, = d/pged(d,m). On rappelle également 'identification
entre Gal(Q(¢q)/Q) et (Z/dZ)* : a tout élément ¢ € (Z/dZ)*, on associe oy € Gal(Q((q)/Q) défini
par (g — (Ca)*
On supposera que la donnée (y, M) satisfait aux conditions suivantes :
(i) Pour tout m € O;(d), y(m) est un entier de Q(a), out d’' = d,,
En particulier, y(m) € Q(¢q).
(ii) Pour tout m € O (d),
vt € (Z/dZ)", oi(y(m)) =y(t-m).

e I 22)

est un nombre rationnel strictement positif.

(iii) Le produit

En particulier, 'hypotheése (iii) requiert que y(m) # ¢“™ pour tout m € M. Noter que nous
ne supposons pas que y(m) est un g-nombre de Weil de poids 2 (i.e. que |y(m)| = ¢“(™ dans tout
plongement complexe de Q(C4)).

On peut partitionner I’ensemble d’orbites M comme suit : pour tout diviseur d’ de d, on notera
M(d") Pensemble des orbites m € M telles que pged(d, m) = d/d’ :

M(d') == {m € M | Vi € m, pged(d,i) = %

On a donc M = |, M(d), avec M(1) = @. Ainsi défini, pour d’ > 2, I'ensemble M(d') est
en bijection avec une partie du groupe quotient (Z/d'Z)* /{(q)ar, ot {q)s désigne le sous-groupe de
(Z/d'Z)* engendré par ¢ (voir la Section précédente, et la partltlon (3.3) en particulier). On écrira
donc aussi, M(d') = 4P(d’), ot P(d') est une partie de (Z/d'Z)* /{q)q . Nous reviendrons plus en
détail sur ce point a la Section 3.2.3.

3.2.2 Une minoration naive et une minoration plus fine

Donnons une premiere minoration d’'un produit 7}, comme ci-dessus.

Proposition 3.2.1. Soit d > 2 un entier premier d q et (y, M) une donnée qui vérifie les hypothéses
de la Section 3.2.1 ci-avant. Alors

logmis > —logq - d.

Démonstration. Pour tout m € O} (d), le nombre algébrique ¢*(™ — y(m) est un entier de L = Q((y)
(par hypothése (i)). En particulier, on a NL/Q(q“(m) —y(m)) € N* puisqu’on a en outre supposé que
y(m) # ¢*“"™). Par conséquent, pour tout m € O, (d), on a

N Lo um) Ny /o(g"™ —y(m)) 1
L/Q u(m) NL/Q(qu(m)) = qu(m)~[L:Q] .

Par ailleurs, le produit 7}, est rationnel (hypothese (iii)), c¢’est donc que

(M) = Ny (i) = Nijg ( II (1 T )) II NL/Q( (<m)>>

mGM meM

_ LY, u(m)
Z H qu(m )[L:Q] =4 M :
meM

Or, par construction de O;(d) D> M, on a

memM me0;(d)

D’ot l'on tire que log 7}, > log(q ~4), comme annoncé. O

En termes d’un polynéme L4(T) de la forme (3.1), la minoration ci-dessus est une minoration « de
Liouville » : si la valeur spéciale L*(q~') de Ly(T) vérifie les hypotheses de la Section 3.2.1, on a

log|Lj(q~")| = —logq - deg La(T).
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Cette minoration est insuffisante pour nos besoins. Pour I’améliorer, nous tenons compte des « sim-
plifications » éventuelles dans le produit 7, : la minoration précédente consiste essentiellement & écrire

que
YmeM,  qum. (1 — y(m)> cZ

Mais, si I'un des y(m) est « tres divisible » par ¢, le quotient y(m)/q“(™) est « presque » un entier
algébrique : nul besoin alors de le multiplier par ¢“(") pour obtenir un entier algébrique, une plus
petite puissance de ¢ suffit. Le Théoréme ci-dessous met en forme cette intuition.

Rappelons que I’on a fixé une fois pour toute un idéal premier P C Z qui est au-dessus de p.

Théoréme 3.2.2. Soit d > 2 un entier premier a p. Pour toul diviseur d > 2 de d, on notera p’
lidéal premier de Q(Ca) qui est en-dessous de B C Z. Soit M C Oy(d) un ensemble d’orbites et
une application y : Oy(d) — Q(Ca) satisfaisant auz hypothéses de la Section 3.2.1. Pour tout diviseur
d > 1 ded, on pose

M(d') :={m e M | Vi em, pged(d,i)=4}.

Alors,

d,
logmy, > —logq- E og(d') - E max < 0,1 — orlp—y(@ . (3.6)
0g(d’) - [Fq : Fp
d'|d meM(d’)

Nous démontrons ce Théoréeme a la sous-section suivante. Remarquons tout d’abord que cette
minoration est a priori meilleure que celle qui est présentée a la Proposition 3.2.1 car elle tient
compte des « simplifications » éventuelles qui se produisent dans les fractions y(m)/ ¢*“(m) . Ceci étant,
la minoration (3.6) ne donne rien de nouveau si I’on ne dispose pas d’informations sur les valuations
ordys y(m). Nous reviendrons sur celles-ci & la Section suivante. De ce Théoréme, on tire une version
plus faible, mais plus opérationnelle :

Corollaire 3.2.3. Sous les mémes hypothéses, on a

10g7rjv12—logq~z og(d") - Z max 0,1—0 7

, (3.7)
@'|d m &2/ D)% /(@) o(d) - [Fq : )

Dans ce Corollaire, la partie minorante ne dépend plus de M (mais encore de y : Oy (d) — Q(Ca))-
Afin de simplifier les notations, pour tout diviseur d’ > 2 de d, on pose Gy = (Z/d'Z)* et

ordy y (dT”?/)

W,(d/) = Oq(dl) . Z max 0,0q(d/) - W s

m'€Gar /{q) ar
W/(1) :=0et W(d) := 3 W(d'). Le Corollaire ci-dessus peut aussi s’écrire sous la forme :

1
Thy = — -
M gV (d)
Remarque 3.2.4. Avec les notations introduites jusqu’a présent, on a
0 < W(d) < #(Z/d'Z)" = ¢(d),

de sorte que 0 < W(d) < d. En effet, pour tout diviseur d’ > 2 de d et tout m’ € G4 /{(q)a, comme
y(m) est un entier de Q(¢s ), on a

ordyr y (%m’)
0<max{0,1— ——2 a7 )b < pax{0,1} = 1.
{ og(d’) - [Fy : Fp]

Il s’ensuit que

o(d')
0q(d')

0SW/ (@)<Y og(d) = #(Ga/(@)a) - 0g(d) =
m'€G g /{q) 1

0q(d) = $(d).

Et la majoration de W (d) est alors une conséquence de l'identité bien connue 3, ,¢(d') = d. En
d’autres termes, une majoration triviale de W(d) dans le Corollaire 3.2.3 donne la Proposition 3.2.1.
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3.2.3 Preuve du Théoréme 3.2.2

La preuve se déroule en quatre étapes, que I'on a séparées pour clarifier le raisonnement.

Premier regroupement de termes. Soit M C Oj(d) un ensemble d’orbites comme dans I’énoncé
du Théoreme 3.2.2. Pour tout diviseur d’ de d, on pose

M(d) = {m e M | Vi € m, pged(d,i) = £} .

Comme 0 ¢ M C Og(d), on a M(1) = &. On a clairement

M= | | M) =| | M(). (3.8)
d'|d &'|d
d'>2
On a déja mentionné le fait que I'on peut aussi écrire M(d') sous la forme 4% - P(d') ot P(d’) est une
partie du groupe quotient (Z/d'Z)* /{q)q (ce groupe est d’ordre #(Z/d'Z)* /{q)ar = ¢(d’)/04(d')). On
en déduit une seconde version de la partition (3.8) :

d d
d'|d d’'|d
d'>2

De plus, pour tout m € M(d’), Pentier u(m) vaut u(m) = ord™ (¢ mod (d/ pged(d,m))) = oq4(d’). La
partition (3.8) permet alors d’écrire

s L) -n( o) -m( (o)

d'|d \meM( d'|d \meM(d’
Sur ce, on démontre :
Lemme 3.2.5. Pour chaque diviseur d' > 2 de d, sous les hypothéses (i), (ii) et (iii) de la Section

3.2.1, le produit
m
ma(d) =[] (1—;’5(7,3)

meM(d)

est rationnel et non nul.

Démonstration. Posons x(m) = 1 — y(m)/q“"™ pour tout m € M. A priori, par hypothese (i), le
produit ma(d’) est un élément de Q(¢y) C L = Q(¢y). Pour qu’il soit rationnel, il faut et il suffit
que maq(d") soit invariant par tous les automorphismes de Gal(L/Q) ~ (Z/dZ)*. Or, pour tout
te (Z/dZ)*, on a

or(rm(d) =[] oilzm)= [ =¢t-m= J[ =M.

meM(d") meM(d’) net-M(d")

Il s’agit donc de montrer que M(d') C O, (d) est stable par 'action de la multiplication par (Z/dZ)*.
Par hypothese (iii), le produit 7}, = [],,c¢ 2(m) est rationnel et donc, par le méme calcul que ci-
dessus, 'ensemble M est stable par (Z/dZ)*. Si maintenant m € M(d'), pour tout t € (Z/dZ)* on
at-m e M et, comme t est premier a d,

d
Vi €m, pged(d,t-m)=rpged(d,t-i)=pged(d,i) = pged(d,m) = 7

Donc M(d') C M est aussi stable par (Z/dZ)* et o;(7am(d’)) = mam(d’) pour tout t € (Z/dZ)*. Ce
qui démontre la rationalité de maq(d’). O

Le lemme ci-dessus montre donc que, pour prouver le Théoréme 3.2.2, il suffit d’étudier les produits
mam(d') pour tous les diviseurs d’ > 2 de d. Noter que le produit ma(1) vaut 1.
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Norme de 1 — y(m)/q""™. Soit d > 2 un diviseur de d et m € M(d'). Alors, par hypothése (i),
on a y(m) € Q(¢a). De plus, u(m) = 04(d’) ne dépend pas de m € M(d').

Lemme 3.2.6. Soit d > 2 un diviseur de d. On écrit Q = qoq(d,) sous la forme Q = p”, (avec
v' € N*) et l'on note Ggr = (Z/d'Z)* ainsi que (p)a le sous-groupe de Gg engendré par p. Sous les
hypothéses et notations de la Section 3.2.1, pour tout m € M(d'), on a

y(m)
log No(c,)/0 (1 - qoq(d')> > —logp- | op(d)- Z max{0,v" —ordy y(t-m)} |,  (3.9)

teGar /(P)a
ou le terme entre parentheses est un entier positif.

Ce Lemme est 'outil qui nous permet de tenir compte des « simplifications » éventuelles évoquées
sous I’énoncé du Théoreme 3.2.2.

Démonstration. Le raisonnement est trés proche de Pesprit de la preuve de [Shi87, Proposition 2.1].
Commencons par écrire la décomposition en produit d’idéaux premiers de I'idéal (entier) engendré par
Q = p¥ dans Z[Ca] : elle se déduit de celle de p- Z[Cq] (cf. [TR90, Chap. 13, §2, Theorem 2]). Comme
p ne divise pas d’, on a , o

Q- Z[Ca] =p" -Z[Ca] =Py P53 - Py,

ot les idéaux premiers p; sont distincts, de degré résiduel o,(d’) (en d’autres termes, Np; = p°r(@))
et ¢ = ¢(d')/op(d’). Quitte & renuméroter les p;, on peut en outre supposer que p; = p’ est I'idéal
au-dessous de . Rappelons que le sous-groupe de décomposition Dy /p de p' au-dessus de p est
isomorphe & (p)y dans Iisomorphisme Gal(Kq /Q) ~ (Z/d'Z)* et que le quotient Gal(Kq /Q) /Dy,
agit transitivement sur {p;,...,py }. En d’autres termes, une fois choisis des représentants t; =1,
ta,...,ty € (Z/dZ)* du quotient (Z/d'Z)* /(p)ar, on peut numéroter les p; de sorte que p; = o7, (p’)
ou oy, € Gal(Kq /Q) ~ (Z/d'Z)*.

De fagon similaire, écrivons la décomposition de I'idéal entier engendré par y(m) € Z[s] sous la
forme suivante :

ord m ord m ordy , y(m)
y(m) - ZlCu] = py Y pg e Y T Ty

ol YV, est un idéal entier de Z[(y] qui est premier aux p,. Si i € [1,¢'], on a (par hypothese (ii)),
ordp, y(m) = ord, -1, y(m) = ordy o¢, (y(m)) = ordy y(t; - m).

Posons alors Z,,, C Z[¢y], I'idéal entier défini par

/ ’

g9

g
min{v’,ordy, y(m) min{v’,ord,, y(t;-m)
Im::Hpi { P }:sz { P }
i=1 i=1
Par construction, cet idéal divise I'idéal entier engendré par @ — y(m) dans Q({y ). En particulier, la

norme idéale de Z,, divise, dans Z, la norme de @ — y(m). Par hypothese (iii), y(m) # Q = ¢*“(™
pour m € M. Il existe donc un entier b, € N* tel que

Qleanre Q No,) /(@) No(c,n/0(®@)  Noe,)e@) - (NZ,)™!

Mais, puisque la norme est multiplicative et que les idéaux p; ont tous la méme norme Np; = Np’ =
d)
p°r(@) on a

’

g i . g . .
NIm - N H pznm{v sord, y(ts )} _ H (Npi)mm{v sord,,s y(t1~m)}

i=1 =1

_ (Np/)Zfl:l min{v/,ordp/ y(tfnm)} _ pop(d’)~Zf/:1 min{v/,ordp/ y(t,ym)}_

Or, comme @ = p”, est un entier, sa norme est aisée a calculer : N@(Cd/)/@(Q) = QA — p”,'¢(d/).
Ainsi,

Nae,)/0(Q) - (NZ,) ™t = p'¢@) . pmon(@) 200 minde’ordyry(tm)}
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D’ou ’'on tire que

y(m) bm -1
log Ngc,, (1 - ) = log ( > = log by, — log (Ng(¢,)/0(Q) - (NZ,,)
Q(¢ar)/Q Q N@(Cdf)/@(Q) - (NZ,) ! ( Q(Car)/Q )
g/
>0—logp- | v'o(d) —op(d) - Z min {v', ordy y(¢t; -m)} | = —logp-e(m).
i=1

Ou l'on a appelé e(m) € Z le terme entre parenthéses. Il ne reste qu’a écrire e(m) sous la forme
souhaitée : en remarquant que g’ = ¢(d')/o,(d’), on déduit que

’

e(m) =v'¢(d") —op(d') - Z min {v', ordy y(t; - m)}

i=1

g/
=v'op(d) - g —o,(d") - Z min {v', ordy y(t; - m)}
i=1

’

g g

— op(d@) - 37 (o — min {o/, 0xdy y(ts - m)}) = op(d) - 3 (v + max {—v/, — oy y(t; - m)})
i=1 i=1
g/

=op(d') - Zmax {0,v" — ordy y(t; - m)} = o,(d') - Z max {0,v" — ordy y(t - m)},
i=1 te(Z2/d'2)* /(p)as

la derniere égalité venant du choix des t; € (Z/d'Z)*. Ce qui conclut la preuve du Lemme. O

Minoration a d’ | d donné. En combinant les résultats des Lemmes 3.2.5 et 3.2.6, on obtient le
Lemme ci-dessous. On se place toujours sous les hypotheses de la Section 3.2.1.

Lemme 3.2.7. Soit d' > 2 un diviseur de d. On a

log |mam(d')] = —logq - Z max {O,oq(d’) — ordp/y(m)} : (3.10)
meM(d’) UF‘I : ]FP]

Démonstration. Comme on I’a vu au Lemme 3.2.5, le produit ma¢(d") (@ priori un élément de Q((yr))

est rationnel et non nul. Par suite, on a N, )/0(mm(d)) = (ﬂM(d’))[Q(Cd'):Q] = (WM(d’))(b(dl).
D’autre part,

y(m) y(m)
Nogoamm(d) =TI Nowe,e (1 - qu(m)) = II Nocnre (1 T ey )
meM(d) meM(d’) 4

Nous pouvons alors utiliser le Lemme 3.2.6 pour minorer le logarithme de chacun des termes de ce
produit. On obtient :

1 1 y(m)
log |7 (d')] = 7 108 Nae, a(mam(@)) = Fom > logNoe,/e (1 - qoqw))
meM(d’)

d/
2 —logp- Op(d/) > > max{0, o' — ordy y(t-m)}
¢(d') meM(d') te(Z/d'Z)* [{p) 41

=—logp- o() Z Z max{0,v" — ordy y(t-m)}

d/
o) te(Z/d'Z)* [{p)qr meM(d")

Or, pour tout t € (Z/d'Z)*, comme M(d') est stable sous la multiplication par (Z/d'Z)*, on a

Z max{0,v" — ordy y(t-m)} = Z max{0,v" — ordy y(m)}.

meM(d’) meM(d’)

Mais # ((Z/d'Z)* /{p)ar) = ¢(d")/op(d’), on trouve donc que

log |Tam(d')| = —logp - Z max{0,v" — ordy y(m)}
meM(d’)
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Rappelons maintenant que Q = ¢°1(4) g%écrit Q = p¥’ et que, par ailleurs, ¢ = pFF#l. On a donc
v/ = [Fq : Fp] - 04(d"). Ceci permet d’écrire la derniére minoration sous la forme
log [maq(d')| > —logq - Z max < 0,0,(d’) — Ordp y( ) (3.11)
meM(d’)
Ce qu’il fallait démontrer. O

Remarque 3.2.8. Tous les termes de la somme entre parentheéses dans (3.11) sont des entiers po-
sitifs. Comme on l'a vu plus haut, 'ensemble M(d’) s'écrit & - P(d’) ot P(d') est une partie de
(Z/d'Z)* /{q)as- On peut alors majorer le terme sommatoire de (3.11) par

T max{ovoq(d’)_(m}:oq(d’y 3 max{o,l—(M}

meM(d’) me 4. P(d')
ordy y (d’ m’)
= 04(d’) Z max{O,l— -
m’EP(d’) Oq(d ) []F IFP}
d
d

, _ordp/y(,~m/)
0q(d") Z " maX{O,l old) - [Fy iy [
q)a’

m'e(Z/d'Z)* |

C’est cette version qui nous sera la plus utile en pratique.

Conclusion. Revenons a présent au produit 7}, que nous souhaitons minorer. D’aprés la partition
(3.8) et le Lemme 3.2.7, on a

log(my) 10gH|7TM )|:Zlog|7rM(d)
&'|d '|d

ordy y(m)
Y LU W (AR e o)

d'|d meM(d’)

ordy’ y (%)
= —logq~z og(d") - Z max ¢ 0,1 — ——————=

7\ . .
d’'|d m/eP(d") OQ(d) [Fq . FP]

C’est la minoration annoncée dans le Théoreme. D’ou 'on tire aussi la minoration plus faible du
Corollaire 3.2.3 (avec la Remarque 3.2.8) : puisque P(d’") C (Z/d'Z)* /{¢)a, on a

ordy: y (dgfbl)
log(my4) = —loggq - Z Z max ¢ 0,1 —

d'|d m/eP(d) Oq(d/) ! []Fq : ]FP]

d
—logq-z og(d") - Z max { 0,1 — Orpy< )

!
d'|d m'€(Z/d' )% /(q) 41 0q(') - [Fq : Iy

Ceci achéve la preuve du Théoréme 3.2.2 et de son Corollaire.

3.3 Décomposition primaire des sommes de Jacobi

Dans le Théoreme 3.2.2, on voit apparaitre la nécessité de connaitre suffisamment explicitement les
valuations p’-adiques des entiers algébriques y(m). Nous explicitons celles-ci dans le présent paragraphe
lorsque y(m) est une somme de Jacobi (ou un produit de telles sommes). Nous nous plagons ici dans
une généralité légerement plus grande que nécessaire.

3.3.1 Rappels sur le Théoréme de Stickelberger

Dans ce paragraphe, nous rappelons ’énoncé du théoréme de Stickelberger (Théoréme 3.3.3) sur
les sommes de Gauss. Nous prenons soin de conserver les mémes conventions qu’a la Section 2.2.
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Rappelons que pour tout corps fini F, et tout caractere x : F* — @X, on a défini (Définition 2.2.4) la
somme de Gauss associée a x par

g,(x) === > x(@)th(x),

z€F)

ou Yy =F; — @: est le caractere additif standard de F,. Par ailleurs, a la Section 2.1.2, on a fixé
un idéal premier 3 de ’anneau des entiers Z de Q au-dessus de p. Ce choix nous a permis de définir

un caractere t : IE‘T,X — @X dont la restriction & toute extension finie F,/F, engendre le groupe des

caractéres Fy .

Définition 3.3.1. Soit & nouveau F, un corps fini de caractéristique p impaire et d’ > 2 un entier
premier a p, écrivons () = qoq(dl). Par définition, @) est la plus petite puissance ¢¥ de ¢ telle que
d | ¢ — 1. Autrement dit, F¢ est la plus petite extension de F, contenant les racines d’-iemes de

P'unité : Fo = Fy(ua). w: IFCX? — @X le caracteére donné par
wiz€FH t(z) @D/

Le caractére w est un caractére d’ordre exactement d’' (c¢f. Section 2.1.3). Alors le sous-groupe

—

de F( formé des caracteres d’ordre divisant d’ est exactement {w®, a € Z/d'Z~{0}}. Pour tout a €
Z/d'Z, la somme de Gauss gg(w®) est bien définie et c’est un entier algébrique du corps cyclotomique
Q(¢p, Car) = Q(Cpar). Remarquons que w® est le caractére trivial si et seulement si ¢ = 0 mod d’; et
notons également que go(w?*) = go(w?®) (car x + 27 est une bijection de Fy)).

Remarque 3.3.2. Faisons le lien entre w et les caracteéres t,, introduits a la Section 2.1.3. Si
m € [1,d — 1], on a défini d,, = d/pged(d,m) et u(m) = ord”(q mod d,,) = 04(dy,). De plus, le

\ L X et ri s 140 .
caractere t,, : ]Fqu(m) — Q" y a été défini par :

Vo € Fpum,  to(x) = t(z)@" ™ -Dm/d,
Comme on l’a vu, lordre de t,, est exactement d,, (Propriété 2.1.5). On pose alors d' = d,, et
m’ = m/ pged(d, m) de sorte que %m’ =m et m’ est premier & d’. Notons w : IFCX? — QX le caractére

associé & d' = d,,, & la Définition 3.3.1. On a

t, = 600" DM/ _ (@l

Ceci étant dit, on peut maintenant rappeler I’énoncé suivant :

Théoréme 3.3.3 (Stickelberger). Soit d’ > 2 un entier premier d q. On note o l'unique idéal premier
de Q((p, Car) = Q(Cpar) qui est au-dessous de P C Z (cf. Section 2.1.2). On écrit aussi QQ = q(4)
sous la forme @ = p* (v € N*). Pour tout a € Z/d'Z~{0}, on a

ord, go(w") = (p— 1) -f{‘;‘f’j b (312)

=0

Démonstration. Voir [Sti90] pour larticle original, [TR90, Chap. 14, §3-4], [Was97, Chap. 6], [Coh07,
Chap. 3, §6] pour des preuves plus modernes et [Lan94, Chap. IV, §3] pour une démonstration concise.
Noter toutefois que notre normalisation des sommes de Gauss peut différer de celles utilisées dans les
références citées. En particulier, 'objet que nous notons gg(w®) est plutét noté —gg(w®) dans [IR90].
Quant a [Was97], le caractére trivial 1 y est prolongé par 1(0) = 0. O

Remarque 3.3.4. Sous les hypotheéses du Théoréme, la somme de Gauss gg(w®) est un entier de
Q(p, Car) : en particulier, sa valuation p-adique est un entier naturel. Il n’est pas totalement évident
que ’expression du membre de droite de (3.12) soit entiére (c’est une somme de parties fractionnaires!).
Reprenant les notations de 1’énoncé, on pose A = —a(Q — 1)/d’. Comme d’ divise @ — 1, ona A € Z
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Q-1
(p—1) S{_ap }— (p—1) v_l{ A } =(p-1) v_l( A _ {APJD
=\ ~10-1 —\g-1 [@-1
A v—1 ] v—1 Apj
=(p-1) O—1 < pY—@-1) LQ—IJ
7=0 7=0
v—1
Ap’
-a-0-1 L[5
7=0
D’oti I'on tire I'expression suivante de ord,, go(w®) :
_ 1 v—1 - ;
ord o) =~ 1) 30| =22 (3.13)
3=0

dont le membre de droite est clairement un entier. Par ailleurs, sur 'expression (3.12) de ord, gg(w®),
on constate (par définition de la partie fractionnaire) que

0 < ord, go(w") < (p—1)-v = (p—1) - [Fq : Fy. (3.14)

3.3.2 Valuation p-adique des sommes de Jacobi

Soit Fy un corps fini de caractéristique p > 3. Soit d’ > 2 un entier premier & ¢. On pose & nouveau

Q= q"q(d/) et on note encore w : ]FCX2 — @X le caractére d’ordre exactement d’ défini au paragraphe
précédent (Définition 3.3.1). Il sera commode d’utiliser les notations ci-dessous :

Définition 3.3.5. Soit F, un corps fini de caractéristique p > 3. Soit d’ > 2 un entier premier a g.
On notera

A"(d) = {a = (a0, a1, -G, any1) € (Z/d'Z)"*2 | Vi, a; #0et S04 a; = 0} :
Pour tout a = (ag, .. .,ant1) € A™(d’), on pose alors

Jo(a) =w 4+ (—1) - jo(w™,w™, ..., w).

Lorsque l'on considére une somme de Jacobi jo(w®,w®,...,w%) (avec a € A™(d")), on peut tou-
jours supposer que pged(d’, ag, ..., an+1) = 1. Si ce n’est pas le cas, i.e. si § = pged(d, ag, ..., an11) =
2, on peut remplacer a par a, = (%0, A, a”é“). Alors, a, est un élément de 2A™(d’'/§) avec
pged (%’, %, %,...,—“"(;1) =1.

Remarque 3.3.6. Il convient de commenter 'apparition du facteur « w=%+1(—1) ». Celui-ci inter-
vient pour deux raisons. D’une part w~%"+!(—1) est une racine de I'unité dans Q((y ), en particulier
il ne contribue pas a la valuation p’-adique de Jg(a) (Théoréme 3.3.7).

D’autre part, il permet d’obtenir une expression « symétrique » en les a; de Jg(a). Plus précisé-
ment, si a € A™(d’') alors d’ ne divise aucun des a; (i =0,1,...,n,n+1) : c’est donc que les caracteres
W, wM ... w% ne sont pas triviaux et que w? - w9 ... . W = totarttan — (,=ant1 plest pas
non plus trivial. La Proposition 2.2.7 permet alors d’écrire :

jo(w™, w™, .. w) = go(w™) - go(w™) - go(w™) - golw *+) "

D’autre part, la Proposition 2.2.5 donne la relation suivante :

1 _ gow ) wti (1) - go(wt!)
go(w™ 1) |gg(w—ns1)[? Q .

D’ou l'on tire finalement ’expression « symétrique » annoncée :
Ja(a) = @™ (—1)jo(w™, w™, ..., w™)

B % “8e(w™) - go(w™) -+ - go(w™) - g (w™ ). (3.15)
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Avec ces notations, on déduit du Théoréeme de Stickelberger ci-dessus une expression de la valuation
p’-adique des sommes de Jacobi :

Théoréme 3.3.7 (Stickelberger). Soit d' > 2 un entier premier a q. On note p l'unique idéal premier
de Q(Cq) au-dessous de B C Z. A nowveau, on écrit Q = q°¢(4) = p?. Soit n € N* et a € A™(d'), on

@ v—1 n+1 _a'p]
ordpJQ(a):Z (—1+Z{ dl’
i=0

> 4 }) . (3.16)

Démonstration. Reprenons en partie les notations du Théoreme 3.3.3 : o désigne I'idéal premier de
Q(Cpar) au-dessous de P C Z, et donc p est un idéal premier au-dessus de p’ C Q((w) C Q(Cpar )-
Soit a € A™(d'), d’apres (3.15) ci-dessus, on peut écrire

1
Jo(a) =w " (-Djo(w™, w™, ... w') = 0 8o (w™) - go(w™) - go(w™) - go(w*).
Dans cette derniére identité, on a ord,(Q) = ord,(p”) = v - ord,(p). Appliquons maintenant le

théoreme de Stickelberger (Théoreme 3.3.3) a ce produit :

ordg Jg(a) = —ordg(Q) + ordg (8 (w™) - go(w™) - -+ - go(w™) - go(w™ "))
n+1
= —ord,(Q) + Z ordg, go(w*)
i=0

= —vordg,(p) + (p— 1) "i;l S{Zz’pj}

i=0 \j=0
Pour terminer la démonstration du théoréme, il suffit de montrer que pour tout z € Q({s ), on a
ord,(z) = (p — 1) ordy ().

De facon générale, on a ord,,(z) = e(p/p’)-ord, (z) ou e(p/p’) désigne l'indice de ramification de p/p’
(¢f. [Coh07, Chapter 3, §3.5], [Lan94, Chapter I, §7]) : il ne reste qu’a prouver e(p/p’) = p — 1. Par
chance, la ramification de p est bien connue dans les corps cyclotomiques (voir [TR90, Chap. 13, §2]
par exemple). Dans 'anneau des entiers de Q((s ), comme p ne divise pas d’ > 2, I'idéal engendré par
p se décompose en

p-ZCa]l =p1 P2 Py,

ou g = ¢(d)/op(d') et les idéaux p; sont des idéaux premiers distincts de degré résiduel o,(d’) (i.e.
Np; = pop(d/)). On peut en outre supposer que p; = p’. En particulier, on a ord,/ (p) = 1 = e(p’/p).
D’autre part, dans Z[(,q] cette fois (¢f. [IR90, Chap. 13, §2, Proposition 13.2.9]), I'idéal engendré par
p se décompose sous la forme

P Zlpar] = (p1 -2 9g)" ",

ou g est le méme entier que ci-dessus et les idéaux premiers g; sont distincts et de degré résiduel
/ — 3 : AN ! i

op(d"). On peut encore supposer que g1 = p. En particulier, on a e(p/p") = e(p/p)/e(p’/p) =p—1 et

ord,(p) = p— 1. Ainsi, on a

1 n+1l fv—1 —Cl'pj v—1 n41 —(ypj
ot 300 = oo =+ 3 (S5} <5 (S {75,
comme il fallait démontrer. O

3.3.3 Décomposition primaire des sommes de Jacobi

On garde les notations du paragraphe précédent. En outre, on note (p)4 le sous-groupe de (Z/d'Z)*
engendré par p mod d’ : ¢’est un groupe d’ordre o,(d’) = ord™ (p mod d’). Dans I'isomorphisme entre
Gal(Q(¢q)/Q) et (Z/d'Z)* donné par

t € (Z)d'Z7)" w (o1 : Car = ) € Gal(Q(¢wr)/Q),
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le sous groupe (p)¢ C (Z/d'Z)* correspond au sous-groupe de décomposition D,/ /, C Gal(Q(¢a)/Q)
en p. Pour n € N* fixé, il y a une action naturelle de (Z/d'Z)* sur ’ensemble A™(d’) donnée, pour
tout t € (Z/d'Z)*, par

Va € an(d/), a= (ao,al, Ce 7an+1) —t-a= (tao,tal,. . ,tan+1).

Il n’est pas difficile de vérifier que c’est bien une action de (Z/d'Z)* sur A*(d') C (Z/d'Z)"+2. Cette
action est la traduction « combinatoire » de 'action galoisienne sur les sommes de Jacobi :

Lemme 3.3.8. L’action de Gal(Q(¢})/Q) ~ (Z/d'Z)* sur les sommes de Jacobi Jg(a), a € A™(d')
est donnée par
Vt e (Z)d'Z)*, ot (Jg(a)) =Jg(t-a).

Démonstration. Soita € A™(d') et t € (Z/d'Z)*. Par définition, on a Jg(a) = w+1(—1)-jo(w, ... ,w").
Comme w?+1(—1) € Q({y ) est une racine (d’-iéme) de 'unité, on a clairement

o141 (<1)) = (@ (<1))' = " (<)

D’autre part, par définition des sommes de Jacobi (Définition 2.2.6), on a

o(jo(w,...,w)) =0 | (=1)"- Z W (zo)w™ (1) - -+ - W ()
z;€Fg
@o+Hwn=1
=1 Y g (@ (eo)w () - w0 (2)
r;€Fg
Tt an=1
=D Y aw o (m)or(w i (21) - op (W™ (2))
IiG]FQ
zo+ - tap=1
=0T Y W ) ) w0 ()
z;€Fg
ot tan=1
=jolw" ™ wh™ . W),

D’ot la relation annoncée. Notons par ailleurs que, comme x — x¢ définit une bijection de Fg, on a
. q-a q-a q-a s a a
Jo(w® T wT) =jo(w™, ..., w).
O

Nous avons a présent tous les outils nécessaires pour donner la décomposition primaire explicite
des sommes de Jacobi.

Théoréme 3.3.9. Soit d > 2 un entier premier a q. On écrit 4 nouveau Q = qoq(d/) =pY et on
note (p)a le sous-groupe de (Z/d'Z)* engendré par p. On fize des représentants t1 = 1,ta,...,t, €
(Z/d'Z)* du quotient (Z/d'Z)* /{p)a. Les idéaux premiers de Q(Cy) au-dessus de p sont donc les
p; = at_il(p), i €[1,9] (cf preuve du Lemme 3.2.6).

Pour tout a € A™(d'), la décomposition en produit d’idéauz premiers de l’idéal engendré par
Jo(a) € Z[{w] dans Uanneau des entiers de Q((q') est donnée par

Jo(a) - ZlGa) = pg ™ pg ™) et — T g,
tE(Z/d'Z)* /{p)ar
ot, pour tout b = (bg,by,...,bny1) € A™(d'), on a défini a(b) € N par

a<b>=§<—1+§{‘b;;pj}>.

Jj=0

Démonstration. Pour tout a € A"(d'), l'entier algébrique Jg(a)? est de module Q™ = p" dans
tout plongement complexe de Q(Ca) (cf. Proposition 2.2.7 et (2.1)). Par suite, Jg(a)? est une unité
en tous les idéaux premiers [ de Z[(y] de caractéristique résiduelle différente de p. Autrement dit,
pour tout nombre premier ¢ et tout idéal premier [ de Z[(y] au-dessus de ¢, on a ord;Jg(a)? = 0.
Par conséquent, on a aussi ord;Jg(a) = 0. Ce qu’on pourrait résumer en : « l'idéal Jg(a) - Z[¢a]
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est concentré en les idéaux premiers q C Z[(y| au-dessus de p ». Pour caractériser 1'idéal engendré

par Jg(a) dans Z[(y], il reste donc a expliciter les valuations ordq Jg(a) en les idéaux premiers q

de Z[(y] au-dessus de p. Le Théoréme 3.3.7 donne déja ordy Jo(a) ot p’ = P N Z[(x]. Fixons a

présent des représentants t; = 1,ts,...,t, dans (Z/d'Z)* du quotient (Z/d'Z)* /{p)a (on a donc
= ¢(d’)/op(d")), la décomposition de I'idéal engendré par p est donnée par

ou p; = Jt_il(p’) (¢f. preuve du Lemme 3.2.6 ci-dessus ou [[R90, Chap. 13, §2, Theorem 2]). Or,
si v € Q(C), on a ord,-1(py(z) = ordy (o(x)) pour tout automorphisme o € Gal(Q(¢a)/Q). En
particulier, pour tout t = ¢; € {t1,...,t,} et tout a € A"(d’),

ordy, Jg(a) = ord, 1, Jo(a) = ordy or, (T(a)) = ordy Jo(t; - a).

La derniere égalité suit du Lemme 3.3.8. Or, le Théoréme 3.3.7 explicite précisément la quantité tout

a droite :
v—1 n+1 4. (],pj
Vt e (Z/d'T)*, ordy Jo(t-a)=) 1+Z{ l } :

=0

Regroupant ce qui précede, on a

g
JQ(a) . Z[Cd/] = H[Ord!JQ I_Iqordq Jo(a HpiordpiJQ(a)
=1

qlp

[
g g g
ordy (o¢;Jq(a)) ord,s (Jq(ti-a)) _ a(ti-a)
= 11> o § e = [ [t
i=1 i=1

i=1
Ce qu’il fallait démontrer. O
Proposition 3.3.10. Avec les notations du Théoréme 3.3.9, pour tout b = (b, b1,...,bp+1) € A™(d'),

I ot

7=0 Li=0 Twe(p)yr L7

En particulier, on a
0<ab)<nv=n-[Fq:F,l. (3.17)

Ce fait est cité sans preuve dans le cas ot p = ¢ = @Q dans [Shi87], [Yui94] et [SK79]. Le fait que
les sommes portent sur ¢ € [0,n] et non [0,n + 1] n’est pas une faute de frappe.

Démonstration. On peut supposer qu'il existe ig € [0,n + 1] tel que d’ ne divise pas b;, (sinon, il n’y
a rien & démontrer). Par définition, on a alors

-5 (5 (22) -5 (e () {25

7=0 =0 Jj= i#i0

v—1 . . v—1 . .
—b; - p! bi, - P’ —bi - p’ —bi-p

N D e e e S DR e SR e

j=0 \i#io J=0 \i#io iio

En effet, pour tout y € R\ Z, on a {—y} = 1 — {y} (par choix de ig, b;,p’/d’ n’est pas entier car d’

est premier & p). Pour tout j € [0,v — 1], on pose temporairement ¢; = —b;p’ (pour i € [0,n + 1]) de
sorte que
—bi - p’ —bi-p’ Ci i p Ci Ci
S e (G e = (G-
i#io i#io i#io i#io i#io iio

Quitte & remplacer chaque ¢; par un représentant c; € [1,d" — 1], on peut supposer que % = {?}
pour tout ¢ € [0,n] (la fonction x € Z — {x/d'} est d’-périodique). Ainsi,

IR PO EDNCOR N BN EIRE

%10 i#i0 i#ig 1#ig e 1#i0
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Ce qui, apres sommation sur j, démontre la premiere identité de la Proposition. Il faut remarquer
que, par symétrie entre les b;, on peut supposer que ig = n + 1. Au passage, on a explicitement écrit
a(b) comme une somme d’entiers! De plus, pour tout j € [0,v — 1], on a

0< s, ::i{ lp]} Zl—n—l—l

=0

D’ou I'on déduit que 0 < [s;] < n et, en sommant sur j € [0,v — 1], on trouve (3.17).

Pour démontrer la deuxieme égalité, il faut « se débarrasser » de v. Posons vy = [Fy : F,), i.e.
¢ = p*. On note & nouveau o,(d’') = ord* (g mod d') et 0,(d’') = ord* (p mod d'). On a Q = ¢°«(4) =
pUo2a(d) = p¥ ou encore v = voy(d’). Mais, comme ¢ est une puissance de p, on a la relation suivante
entre leurs ordres modulo d’ :

d")

0g(d") = ord* (¢ mod d') = ord™ (p*° mod d’) = o) .

q( ) (q ) (p ) ngd('U(),OP(dl))

Ceci prouve que v = vgo4(d’) = ppem(vg,o,(d')). En particulier, v est un multiple de o,(d') et

w = v/o,(d") est entier. Mais alors, tout entier j € [0,v — 1] s’écrit de fagon unique sous la forme
j=op(d)a+pB, avecac€[0,w—1]et B € [0,0,(d)—1].

Et, par définition de lordre modulo d’ et par d’-périodicité de z € Z — {x/d'}, pour tous b € Z,
a,8 €N, on a bp*»(@)+8 = ppf mod d’ et

bpaop(d')Jrﬁ B bpﬁ
o (L d S

Ainsi, la somme définissant a(b) se réécrit sous la forme :

v—1| n ; w—10p(d)=1| n ’
- v pper@ats
i=0 a=0 p=0 Li=0

T )

w—10p(d \‘
a=0 = =0 {

Notant encore (p)a C (Z/d'Z)* le sous-groupe engendré par p, on a #(p)a = 0,(d’) et, par construc-

tion de w € N,

v [Fg : ]
w = = . 3.18
@) Flphe 19
Ce qui termine la preuve de la seconde égalité dans ’énoncé de la Proposition. O

Définition 3.3.11. Soit F,; un corps fini de caractéristique p > 3. Soit d’ > 2 un entier premier a

g, on note Q = ¢°(4) et (p ) C (Z/d'Z)* le sous-groupe engendré par p. Pour tout n € N* et tout
b = (by,b1,...,bp,bnr1) € A™(d), on pose

da(b)= > {zn: { _Zf” }J enN.

m€(p)qr L1=0

Par construction, on a

[Fq : Fp]
#(p)a
Remarque 3.3.12. En combinant un calcul similaire a celui du Lemme 3.2.6 avec le Théoreme 3.3.9,

on pourrait retrouver un résultat de Shioda [Shi87, Proposition 2.1]. Avec les notations introduites
dans cette section, si n > 2 est un entier pair, pour tout a € 2A™(d’), on a

a(b) = “tha (b).

Jo(a) 1
N@(Cd’)/@ (1 - Qn/2 ) € Qw(a) L, (319)

avec

n
= Y max {02 #p)e —valt-a)} N
te(Z/d'Z)* /(p)ar
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Les résultats ci-avant sont en fait nés de la nécessité de disposer de « minorations » plus générales que
(3.19). Par exemple, pour n € N* quelconque et pour tous a’, b’ € A™(d’), on pourrait montrer que

Jo(@') - Jo(b') 1
Noan/e (1 - Qn € Qe ) Z, (3.20)

avec
wy(a’,b’) = Z max {0,n - #{p)a — Ya (t-a') — g (t-b')} € N.

te(Z/d'2)> /(p)as

3.4 Intermede sur ’équidistribution des sous-groupes de (Z/dZ)*

Pour appliquer efficacement les résultats des sections précédentes, nous aurons besoin d’un théo-
réme « d’équidistribution en moyenne des gros sous-groupes de (Z/dZ)* ». Plus précisément, nous
démontrons dans la présente section le théoreme ci-dessous, dont l'intérét dépasse stirement 1'usage
que l'on en fera.

Théoréme 3.4.1. Soit I un intervalle de [0,1] de longueur p(I) et 2 C N* un ensemble infini
d’entiers. Soit également, pour tout entier d € 9, un sous-groupe Hy de Gq = (Z/dZ)* tel que

#Hy

— :
loglogd d—oo oo

Alors, lorsque d — oo (avec d € Z), on a

1 1 gt loglog d 1/6
mz(; N(I)—%'#{teHde}EI}<<<M> = o(1).
9€Ga

La constante implicite dans « < » est absolue et peut étre choisie < 3.52.

Nous utiliserons ce Théoréme pour démontrer que certaines familles de nombres {y(m)} comme &
la Section 3.2 vérifient ")
w Yy /
0< ——2 =o0(1 d — o0).
Remarque 3.4.2. La preuve du Théoréme n’utilise pas la structure de groupe de Hy, seule la condi-
tion que « Hy n’est pas trop petit », au sens ot #H,/loglogd — 400, est nécessaire.

Remarque 3.4.3. La moyenne extérieure sur G4, elle, est cruciale. En effet, on ne peut espérer que

chacun des termes
1

- #H,
soit « petit » sans imposer plus de conditions sur I (ou sur Hy). Prenons en effet 'exemple suivant.
On fixe P > 3 un entier et I =]2/3,1], on pose également ¥ = {d = P" — 1,n € N*}. Pour tout
d € 2, on considére Hy = (P mod d) = {1, P, P%,..., PN~} C G4 le sous-groupe engendré par P
modulo d. Dans cette situation, comme #H; = ord* (P mod d) = op(d), d divise P#Ha — 1 et

w(I) #{teHy | {4} eI}

#H, 1 logd
Z : +00.
loglogd =~ log P loglogd d—oo
Pour autant, pour tout j € [0, N — 1], on a
pi pI pI pN-1 1 pN 1 2 2
0 < —_ = — = g = — . < — . = —.
d d PN —1 PN 1 P PN _1 3 2-1 3

Quelque soit d € Z, le terme correspondant & g = 1 € G4 dans le Théoréme 3.4.1 vaut donc u(I) = 1/3.

Remarque 3.4.4. Un théoreme d’équidistribution similaire mais légerement plus faible, est énoncé
et démontré dans [HP16, §7.4] (voir [HP16, Lemma 7.10]). Notre preuve est toutefois assez différente :
nous préférons avoir recours au Théoréme d’Erdos-Turdn afin de contourner I'argument délicat de
[HP16] destiné & majorer le nombre d’« exceptions & I’équidistribution ».

Remarque 3.4.5. On pourra comparer le Théoréeme 3.4.1 et ses corollaires a d’autres résultats
d’équidistribution. Par exemple, [Ulm07a, Proposition 2.6] ou [OU14, Lemma 5.1]
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3.4.1 Equidistribution et transformée de Fourier sur Z/dZ

Le Théoréme 3.4.1 est une assertion d’équidistribution « en moyenne » des {%t} dans [0, 1] lorsque
t parcourt Hy et g parcourt (Z/dZ)*. Nous utiliserons donc un outil de mesure de I’équidistribution
de suites dans [0, 1] (voir [KN74, Chapters 1 — 2]), & savoir :

Théoréme 3.4.6 (Inégalité d’Erdos-Turdn). Soit {x:}icm une suite finie de points de [0, 1], indexée
par un ensemble H. Alors, pour tout entier K € N*,

1
sup |u(l) —

6 4 &1
. te H elt| < + — —
1co,1] #H #1 @ }‘ wzk

K+1

le « sup » étant pris sur tous les intervalles I C [0, 1], dont on note u(I) la longueur.

Démonstration. La lectrice peut consulter Pouvrage de Kuipers et Niederreiter [KN74, Chapter 2, §2,
Theorem 2.5] ou le livre de Montgomery [Mon94, Chapter 1, §2, Theorem 1] pour de jolies preuves. [

Rappelons également qu’il y a une notion de transformée de Fourier pour les fonctions sur Z/dZ
(voir [Nat00, Chap. 4, §2]). On fixe un entier d > 2. Soit f : Z/dZ — C une fonction a valeurs
complexes, on définit sa transformée de Fourier f : Z/dZ — C par :

Vo€ Z/dZ,  f(z):= > fly)-e /Y (3.21)

yEZ/dZ

La plupart des résultats classiques sur la transformée de Fourier ont des analogues dans ce contexte :
nous nous contentons de rappeler le Lemme suivant.

Lemme 3.4.7 (Formule de Plancherel). Soit f : Z/dZ — C une fonction et f : Z)dZ — C sa
transformée de Fourier. Alors,

Yo @P=d Y Ifw)P

z€Z/dZ y€Z/dZ

C’est une conséquence de la relation d’orthogonalité des caractéres sur Z/dZ : on pourra consulter
[Nat00, Chap. 4, §2] pour le détail de la preuve. Si g : Z/dZ — C est une fonction, on note ||g|lcc =

SUPyez/4z 19(y)| et supp(g) son support :
supp(g) = {z € Z/dZ | g(z) # O}.

A T'aide de ces résultats, prouvons le :

Lemme 3.4.8. Soit f : Z/dZ — C une fonction et f : Z/dZ — C sa transformée de Fourier. Pour
tout X >0, on a
~d - #supp(f)

#{vezz||f@) > x}| <lIfIZ 55

Démonstration. Dans la formule de Plancherel (Lemme 3.4.7), séparons les termes en fonction de leur
taille par rapport au parametre X :

d- Y fwP= > f@P= > P+ > f@P

yEL)dL z€Z/dZ z€Z/dZ tq. z€Z/dZ tq.
1f (@) =X If(@)|<Xx
>x2 g {vezjdz | |f@)|>x}+ Y |f@P
z€Z/dZ tq.
|f ()| <X

>X2.#{zeZ/dZ | ()] >X}.
Par ailleurs, il est clair que

Sl =Y If@P <IIfI% - #supp(f).

yEZ/dL y€Esupp(f)

Le Lemme suit rapidement des deux dernieres inégalités écrites. O



3.4. INTERMEDE SUR L'’EQUIDISTRIBUTION DES SOUS-GROUPES DE (Z/dZ)* 143

Exemple 3.4.9. En particulier, si f est la fonction indicatrice d’un sous-ensemble non vide S C Z/dZ,
on a ||f]lec =1 et supp(f) = S (comme S est non vide, f n’est pas la fonction nulle). En outre, dans
cette situation, on a |f(z)| < |f(0)] = #S = ||f]lse. Par suite, pour tout o €]0,1], le Lemme 3.4.8
(avec X = o - || f]|os) donne

#{v ez | 1fw) > alfle } < g5 a7

Pour a > #S571/2, cette majoration est meilleure que la majoration triviale :
#{vez/az | 1f@) > allflx } < #suwp(f) < d

3.4.2 Preuve du Théoréme 3.4.1

Soit, comme dans I’énoncé du Théoréme, un intervalle I de [0, 1] et, pour tout entier d € 2, un
sous-groupe Hy de G4 = (Z/dZ)*. Notons X, la quantité & majorer :

1
Xd::#Gd Z

9€Gaq

w(l) —

e |{gt}ez}’

Il s’agit de montrer que X est un « o(1) » lorsque d — 0.

Démonstration. Pour tout g € G4, on pose

Arlg) = \um g {te Hy | {#) e z}]

#H,

Soit K € N* un parameétre a fixer ultérieurement. Pour tout g € G4, I'inégalité d’Erdos-Turdn (Théo-
réme 3.4.6) appliquée & la suite ({%t})teHd donne

Z eQz‘n'k: {gt/d}

6 41
0< Ar(g) < sup Ap(g) < ;ZE
k=1 4 ieH,

le « sup » étant pris sur tous les intervalles I’ de [0, 1]. De plus, pour tout k € N* et tout ¢t € Hy, on
a e2imh{gt/d} — g2imk-gt/d Sommant ces inégalités sur g € Gq, on obtient

41&1 1 .
2. B P v L |7m 2

g€Gyq g€Gyq teEH

Xq= (3.22)

# d

et il reste & majorer le terme entre crochets. Pour ce faire, notons I : Z/dZ — R la fonction
indicatrice de Hg, vu comme une partie de Z/dZ. On remarque que

vy ezfdz, T(y)= > Ut)-e 2mi/d= " e~2imiu/d
teZ/dZ teHy

En particulier, ﬁ(O) =#H,;= ||AI[||Oo Ainsi, pour tout £ € N*, on a

E 217rk gt/d

teHg

#H,

Vg € G, | YT

| L g~ aintaryal _ DR

teH, RIS

En remplacant dans (3.22), on obtient

X4 <

1 &1 T(gk)|
Tt ek 70 2

geGd ||H||Oo

Démontrons alors :

Lemme 3.4.10. Soit k € N*. Avec les notations ci-dessus, on a

[T(gk)] 4\ 13
G 2 (¢(d)> (#Ha) ™1

a e, IMle
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Démonstration. Soit a € [0, 1] un parameétre & déterminer ci-dessous. Séparons la somme & majorer
en deux parties suivant que |I(mk)| < a|/I||s ou non. D’un c6té, on a

T(gk
) LI NI
=R g€Gq t(}; ||]I||Oo g€Gq tq
[T(gk)|<al T o T(gh)|<al Tl

De l'autre,

> IOty e | fign) > ol 1

geGd tq. HHHOO
[T(gk)|Za| 1]l

Comme on 'a vu & 'Exemple 3.4.9 (suite au Lemme 3.4.8), on peut majorer
#{9€Ga | 1gh)| > allll } < # {g €2/ | T(gh)| > T }
< # {:13 € Z/dZ ’ 1(z)] > a||i||oo}

d —2
< o
#Hg
D’ou 'on tire que
T(gk)| 1
Z' gk) <a+ g # {9 Gu | [H(ah)| > ol T}
0 52 e
<04+L a™?
= #H, - #Gq

d 1/3 d \/3
Le choix (optimal) de a = <#G#H) = (Qb(d)) - (#Hy)~/3 donne alors le résultat
d-#FHq

annonceé. O

Remarque 3.4.11. Il est bien connu que, pour tout entier n € N* (suffisamment grand),

o < e loglogn,

¢(n)

ol 7 est la constante d’Euler (voir [HWO08, Theorem 328] pour une preuve et bien d’autres choses).
La majoration obtenue au Lemme 3.4.10 se réécrit donc sous la forme :

Z T(gk)| /3 (loglogd>1/3 (3.23)
geGd |]I||OO #Hd - .

1/3
Notons alors f(d) = (biliflid) et reprenons les majorations de Xy avec la borne obtenue au
Lemme 3.4.10 :

K = K 1/3
6 4 1 1 |T(gk)| 6 4 1 loglogd
X, < = - it < = Z .93 [ 222
SgritRli | EE K+1+7rkzzlk ¢ Yz

k=1 geGy ”]I”oo
6 8e7/3 Wi 6 8e1/3
< N =P - f(d) - log(K +1).
RrTt e @ Sy, @) s+
Choisissons alors K € N* tel que
3
K+1=
i {4 ”/3'f(d)J
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En remarquant que ylog(1/y) < \/y pour tout y > 0, nous obtenons la majoration plus faible suivante
(dont nous nous contenterons) :

8e’Y/3

0< Xy <2 (
™

log logd> 1/6
#Hg ‘

Par hypotheése sur Hy, f(d) = (loglogd/#Hg)'/? tend vers 0 lorsque d — co. Donc X4 — 0, ce qu'il

fallait démontrer. L’application numérique donne alors 2 8‘37/3 ~ 3.5138... O

3.4.3 Généralisation et corollaires

A peu de frais, on peut généraliser le Théoréme 3.4.1 & toutes les fonctions Riemann-intégrables
sur [0, 1] et non plus seulement les fonctions indicatrices d’intervalles :

Corollaire 3.4.12. Soit F : [0,1] — R une fonction Riemann-intégrable. On fixe un ensemble infini
d’entiers 9 C N*. Pour tout entier d € 9, soit Hgq un sous-groupe de G4 = (Z/dZ)* tel que

#H,

—_ .
loglogd d—oo +oo

Alors, lorsque d — 0o (et d € Z), on a

DM UTEES SR CHIEE

g€Gq tEH

Démonstration. Soit F : [0,1] — R une fonction : on dira que F a la propriété (&) si elle vérifie

(&) : #gd Z dt_iz ({2y)

geGq |V0 ayen,

1

d—>oo

Le Théoréme 3.4.1 montre que les fonctions indicatrices des intervalles I C [0, 1] ont la propriété
(&). De plus, il est clair qu’une combinaison linéaire (finie) de fonctions qui ont la propriété (&) a la
propriété (&). Ainsi, toute fonction en escaliers sur [0,1] a la propriété (&). Comme toute fonction
Riemann-intégrable est limite uniforme de fonctions en escaliers, on en déduit que les fonctions in-
tégrables ont la propriété (&). En effet, si F' : [0,1] — R est Riemman-intégrable, il existe une suite
de fonctions en escaliers (Fy),en sur [0,1] telle que ||F — FL || — 0 lorsque v — oo (la ||.||e étant
relative a [0,1]). Pour tout v € N, la fonction F), : [0,1] — R a la propriété (&), i.e.

#lGd Z /01 ()dt—#Hd ZF ({2

g€Gq teEHy

— 0.

d—>oo

Mais, par I'inégalité triangulaire, pour tout v € N et tout g € G4, on a

/OF dt—#HdZF ({43) /F dt——ZF ({41)].

teH, 4 teH,
Pour tout € > 0, il existe Ny tel que pour tout v > Ny, le terme 2||F — F, || est inférieur & €/2. La
moyenne de 2HF F, || sur G4 est donc également inférieure a £/2. Et pour v = Ny par exemple, si
d € 2 est suffisamment grand,
1
/ )dt
0

DY
#Ga <
Donc F' a bien la propriété (&£). Noter que, sans hypothése supplémentaire sur F', on ne peut rien dire
de plus sur la « vitesse de convergence ». O

S2F = Flloo +

gt

<€/2.

tEH

3.4.4 Une application

Soit p > 3 un entier impair et ¢ = p” une puissance fixée de p, on notera Z '’ensemble des entiers
d > 2 qui sont premiers & p. On fixe également un intervalle I C [0, 1], dont on note (1) la longueur.
Pour tout d € 2, on note Gy = (Z/dZ)* et

(p)a := (pmodd) C (Z/dZ)* et (q)q:= {(qmodd) C (p)a C (Z/dZ)*.
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Proposition 3.4.13. Dans ces conditions, lorsque d — 00,

1 1 loglogd */®
o~ 1—7.# Te(p mm GI‘<<,U<> :017
F a0, 2 )~ g # e 0 2 € 1 <o (M e
meGa/{q)a
la constante implicite dans le « < » ne dépendant que de p.
Démonstration. Commencgons par remarquer que, comme (q)q = (p”)a C (p)4, on a

_#{rewal {7} e 1}

wd) e

|
= 22 D~ # e

meGa/(q)a BE(D)a

Z Z pl) = #(p)a

meGa/(q)a BE(Q)a

>

9€Gaq

#{r' € pal {F} e}
=#@Qa- Y, |- :
meGa/{q)a #<p>d
La somme & majorer peut donc s’écrire sous la forme :
1 #{r' e pal {Frel}|_ 1 #{r e wal{*F} eI}
_ I)— = I)— .
FCalwa , 2 'O #ipha %G, " #ipa

Pour tout d € 2, notons Hy = (p)q C G4 et montrons que ce sous-groupe satisfait & ’hypotheése du
Théoréme 3.4.1 : il s’agit de voir que #Hy/loglogd — oo. Pour d € & donné, H, est le sous-groupe
engendré par p : si 'on note 4 Uordre de p modulo d, on a 65 = 0,(d) = #Hy et d divise p?4 — 1. En
particulier, on a I'inégalité 2 < d < p%¢ — 1 de laquelle on tire :

0<logd <0y -logp=logp-#H,.

11 suit que
#Hy 1 logd

> .
loglogd =~ logp loglogd d—oo

+00.

On applique alors le Théoreme 3.4.1 : il y a une constante absolue x > 0 telle que

B #{77/ c <p>d’ {%} € I} <. (loglogd>1/6 _
#(p)d h #Hg h

(1)

=~

loglogd 1/6
logd ’

ol /@; = k- (log p)l/ 6 est une constante ne dépendant que de p. Ce qu’il fallait démontrer. O

1
#(Ga/(q)a) 2

meGa/{q)a

Dans les applications, nous aurons besoin de :

Corollaire 3.4.14. Soit F = [0,1] — R une fonction en escaliers. Avec les notations ci-dessus,
lorsque d — oo,

1 1 1 . -
Ty L | e e S p () o)

meGa/{(q)a TE(P)d
Ce corollaire est une conséquence immédiate de la Proposition 3.4.13 et du Corollaire 3.4.12.

Remarque 3.4.15. Soit F': [0,1] — R est une fonction en escaliers & « N marches » : i.e. F est de la
forme F = Zf\il Ai - F;, ou Fj est la fonction indicatrice d’un intervalle I; C [0, 1]. Le Théoréme 3.4.1
appliqué a chacune des F; donne alors que

- 1 ! 1 mr NS . loglogd 1/6
Fen o | e e S p )| < v imke (5E0)

meGq/{(q)a TE(P)a
lorsque d — oo, ou m; est une constante ne dépendant que de p.

Terminons cette section par un Lemme que nous utilisons a plusieurs reprises en lien avec ces
questions d’équidistribution :
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Lemme 3.4.16. Soit w' : N* — Ry une fonction. Pour tout d € N*, on pose w(d) = 3w’ (d').
On suppose que w'(n)/p(n) — 0 lorsque n — oo. Alors

w(d) = o(d) (d = o0).

Démonstration. Soit d > 2 et D € [1,d]. Sous les hypotheses du Lemme, il existe une constante C' > 0
telle que w’(n) < C¢(n) pour tout n € N*. Soit € > 0, par les hypothéses encore, il existe N, tel que
w'(n) < 5¢(n) pour tout n > N.. Alors, si d > N,, on a

wd) =Y w'(d)=Y w(d)+ > w'(d)
d’|d d'|d d'|d
d'<N. d' >N,

3 3
< DL Cod)+5 | Doeld) [ <Oy d+S | Y ed)
d'|d d'|d d'|d d'|d
d'<N. d'>N. d'<N.
CN2
< C- 2, % g=—ad.(E e ).
\C(NE)+2d d<2+d)

CNZ
n

€ CN? € €
<d-| = € <d-[(= — ) =c-d.
w(d)\d <2+ )\d (2—1—2) e-d

Soit alors M. € N* tel que M. > N, et
on a

< § pour tout n > M. En ce cas, pour tout d > M. > N¢,







Famille des courbes elliptiques « de
Legendre »

Dans ce chapitre, nous étudions les courbes elliptiques « de Legendre » E,; définies sur F,(¢), dont
un modele de Weierstrass affine est :

E;:Y?=X(X+1)(X +t%),

ol d € N* est un entier premier & la caractéristique p de K = TF,(¢).

Dans une série d’articles ([Ulm14a], [CHU14] et [Ulm14b]), D. Ulmer étudie en détail ces courbes :
il y démontre (entre autres) la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer pour les courbes Ey, il calcule
leur fonction L et explicite leur rang et, sous des hypothéses supplémentaires sur d, calcule 'ordre
de II(E;/K). Nous reprenons une partie de ses résultats, dans le but d’étudier le comportement
du ratio de Brauer-Siegel de cette famille. Notons que notre approche difféere de celle de D. Ulmer :
comme le titre de ses articles le suggere, il construit des points rationnels explicites sur la courbe Ej
pour arriver (via la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer) & un bon encadrement de #III(E;/K).
Remarquons également que cet encadrement n’est valide, a ¢ fixé, que pour un nombre fini d’entiers
d. Au contraire, nous voulons éviter de considérer des points rationnels sur F; et ainsi « séparer »
les quantités #III(E4/K) et Reg(FEq/K) dont le produit apparait dans le ratio de Brauer-Siegel
Bs(E4/K). De plus, nous voulons estimer asymptotiquement Bs(E4/K) lorsque d — 00, a ¢ fixé. Dans
un but de cohérence, nos notations sont aussi proches que possible de celles utilisées dans [Ulm14a],
[CHU14] et [Ulm14b]. Regroupons certains des résultats obtenus sur cette famille de courbes en un
seul théoreme :

Théoréme. Soit F, un corps fini de caractéristique p > 3 et K = Fy(t). Pour tout entier d > 2
premier a p, on considére la courbe elliptique « de Legendre » E4 définie sur K dont un modéle de
Weierstrass affine est

Eg: Y?=X(X+1)(X +1t.

Les conjectures de Birch et Swinnerton-Dyer sont vraies pour la courbe Eq/ K. En particulier, le groupe
de Tate-Shafarevich UI(E4/K) est fini et le ratio de Brauer-Siegel Bs(E4/K) a bien un sens. De plus,
lorsque d tend vers l'infini, on a H(Ed/K) — 400 et

%E(Ed/K) — 1.

d—o0

Autrement dit,
d
log (#11(Eq/K) - Reg(Ea/K)) ~log H(E4/K) ~ 3 logg (d— 00).

Bien que cela n’apparaisse pas dans le résultat final, nous avons besoin de connaitre la fonction L
de E;/K assez explicitement pour encadrer sa valeur spéciale L*(E;/K,1). C’est pourquoi, aprés avoir
calculé hauteur et conducteur de F,; dans la premiére section (Proposition 4.1.4), nous donnons dans
la seconde section l'expression de L(E4/K,T) (Théoréme 4.2.1). Cette expression est, aux notations
prés, la méme que celle de [CHU14, Theorem 3.2.1]. La section suivante démontre les conjectures
de Birch et Swinnerton-Dyer pour la courbe Ey (Théoréme 4.3.1 : nous nous contentons d’esquisser
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brieévement la preuve, qui est contenue dans [Ulm14a]) et en tirons quelques conséquences quant au
rang (Proposition 4.3.3) et a la valeur spéciale L*(Ey4/K, 1) (Proposition 4.3.4). La derniére section,
qui est la seule véritable contribution nouvelle du présent travail quant aux courbes E , est consacrée
a ’étude proprement dite du ratio de Brauer-Siegel. Nous y démontrons la limite annoncée dans le
Théoréme ci-dessus.

4.1 Construction et invariants

La famille des courbes de Legendre est une des familles de courbes elliptiques les plus familiéres
et les plus étudiées. Elle est souvent utilisée pour tester des conjectures et illustrer des théorémes.

4.1.1 Courbes elliptiques dont la 2-torsion est rationnelle

Soit A(t) € Fy[t] un polynéme non constant. On peut considérer la courbe elliptique Ey sur K =
F,(t) dont un modele affine est

Ey: v =z(z—1)(z - A1)

Il est bien connu que Ey/K est « la courbe elliptique universelle » sur F,(¢) munie de 4 points K-
rationnels de 2-torsion (¢f. [Hus04, Chapter 4, §1]). Plus précisément, on constate que les quatre
points

PO:(()?O)v Plz(lao)v P2:(>\,0)7 O
sont des points K-rationnels de 2-torsion sur E). Ceci nous incite a considérer :

Définition 4.1.1. Soit [F; un corps fini de caractéristique p > 3. Pour d € N* un entier premier a p,
on consideére la courbe elliptique définie sur K = F,(¢) par le modeéle de Weiestrass affine :

Ey: v =z(@+1)(z+tY) =2+ 1 +tHa? + ti. (4.1)
Suivant [Ulm14a], dans toute la suite de ce chapitre, nous appelons Eq/K la courbe de Legendre.
Remarque 4.1.2. Soit E/; la courbe elliptique définie sur K et donnée en coordonnées affines par :
By o =x(x—1)(x—t9),
la « vraie » courbe de Legendre. On remarque, avec [Ulml4a, §2], que Eq4 est la tordue quadratique
de E),. En effet, le changement de coordonnées 2’ = —z dans (4.1) donne un isomorphisme explicite
entre F4 et la tordue quadratique d’équation :

(~1)y* = z(z — 1)(z — )

de E/,. Deés lors, si le corps des constantes F, contient une racine primitive 4-itme de l'unité, il y a un
isomorphisme E; ~ E/ défini sur F(t).

Le discriminant du modele (4.1) de E; donné ci-dessus se calcule aisément a 1’aide du formulaire
rappelé a la Section 1.1.2 : il vaut

A =161t —1)2 € T ().
On peut aussi calculer 'invariant j(E4/K) de la courbe Eq/K :

(t2d _ td + 1)3 _ o8 (t3d _ 1)3
t2d(td _ 1)2 t2d(t2d _ 1)(td + 1)2

J(Ea/K) = 162 € K — T, (1)

On constate alors que deg j(E4/K) = 2d > 0 : ceci montre que la courbe E,; n’est pas isotriviale (sinon
on aurait deg j(E;/K) = 0). On remarque par ailleurs que j(E;/K) ¢ KP n’est pas une puissance
p-itme. En d’autres termes, le morphisme j : P! — P! défini par t — j(FE4/K)(t) est non constant
et séparable (car d est supposé premier & p). Remarquons dés & présent que le modele (4.1) est un
modele entier de Ej.
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4.1.2 Analyse de la mauvaise réduction

On voit sur I'expression du discriminant A = 16t2¢(t? — 1) du modele (4.1) que les seules places
de mauvaise réduction de E4 sont la place v = 0, la place v = oo et les places v de K correspondant
aux racines d-iémes de l'unité (dans F). Plus précisément, on a :

Proposition 4.1.3. Soit d un entier premier a q. Soit ™ : Eg — P le modéle régulier minimal de la
courbe Eq/F,(t). Alors les fibres singuliéres de m sont comme suit :

o au-dessus de 0 € P, la fibre de 7 est de type Ipq,
e au-dessus de ( € PY, ou ¢ € pa(F,), la fibre de 7 est de type Iy (déployée),

Iy déployée si d est pair

*

o au-dessus de oo € P!, la fibre de m est de type . . .
5d st d est impair.

Démonstration. Reprenons le modeéle affine de Weiestrass (4.1) de Ey :
y? =22 + (1 + )2 + tha,

dont le discriminant est A = 16t2¢(¢t? —1)2. Pour calculer le type de la fibre 77!(v) en un point v € P*,
nous appliquons, place par place, 'algorithme de Tate (exposé en détail dans [Sil94, Chap. IV, §9] ou
[Tat75]) :

e En la place v =0, on a ord,—g A = 2d et ord,—¢ j(E4) = —2d. L’algorithme s’arréte donc a I'étape
1 : la réduction de E; en v = 0 est multiplicative, la fibre est singuliere de type de Kodaira Iy,.
Un calcul rapide montre que la réduction modulo v = 0 de (4.1) est d’équation affine y? = 23 +
22 = 2%(2 + 1). La réduction est donc déployée. La contribution locale au discriminant minimal est
donc ordy—g Apin(E4/K) = 2d et la contribution au conducteur est ord,—q N (E4/K) = 1. Comme
la réduction est déployée, le nombre de Tamagawa local est ¢,—¢(Eq/K) = 2d.

e Soit ¢ € Etel que ¢* = 1. En la place v correspondant & ¢ € P!, ona ordy—¢ A =2et ordy—¢ j(Eq) =
—2. Ici encore, 'algorithme s’arréte des la premiere étape : la fibre du modele régulier minimal de Fy4
au-dessus de t = ( est singuliere de type I. Autrement dit, la réduction est multiplicative. L’étude
de la réduction de (4.1) en v = ¢ montre qu’elle est déployée si et seulement si —1 est un carré dans
le corps résiduel F,, = F,(¢). Chacune des places v = ¢ (avec (¢ = 1) donne donc une contribu-
tion ordy=¢ Amin(Eq/K) = 2 au discriminant minimal, une contribution ord,—¢ N (Eq/K) = 1 au
conducteur et le nombre de Tamagawa local est c,=¢(E4/K) = 2 ou 1 suivant (respectivement) que
—1 est un carré dans F, ou non.

e Pour étudier la réduction de E; en la place v = oo, on commence par faire un changement de
coordonnées t = 1/u sur P*. Si d’ = [d/2], aprés un changement de variables on obtient le modele
affine suivant pour Eq/F,(u) :

y? =2 4w (u + 1)a? 4+t (4.2)

_16u12d’—4d

Le discriminant de cette cubique est A’ = (1 —u)2. On distingue alors deux cas :

— Si d est pair, le modele (4.2) est
y? =23 + (1 +u)z? +ule

et on a ord,—g A’ = 2d et ordi—w j(Fyq) = —degj(Eq) = —2d. La réduction est donc multi-

plicative, de type de Kodaira Is4 et la contribution au conducteur est ord,—oo N (Eq/K) = 1 et

ordy—co Amin(E4/K) = 2d. De plus, la réduction de (4.2) est de la forme y? = 2®+22 = 2%(z+1) :

la réduction est donc multiplicative déployée et le nombre de Tamagawa local est coo (Eq/K) = 2d.
— Si maintenant d est impair, le modele (4.2) devient

y? =23 + u(l +ud)z? + u e

L’algorithme de Tate s’arréte a 1’étape 7 : la réduction de Ey est cette fois additive, de type de
Kodaira Ij,. La contribution au conducteur est par conséquent ord,—.. N'(Eq/K) = 2, et celle
au discriminant minimal ord,—oeo Amin(E4/K) = 2d + 6. Pour calculer le nombre de Tamagawa
local et distinguer entre les cas coo(Eq/K) = 2 ou 4, il faut suivre la « sous-procédure 7 » de Tate
et lon trouve facilement que ¢ (Eq/K) = 4.

Ce qui termine l'analyse de la mauvaise réduction de E;/F,4(t) et le calcul des invariants locaux. [
On pourra également consulter [Ulm11, Lecture 3, §2], ou une construction explicite du modéle

régulier minimal £ — P! de la courbe de Legendre E; est proposée. Résumons dans un tableau
synthétique les différentes informations trouvées dans la preuve ci-dessus :
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Place Type de réduction ord, Apin(Eg/K) | ordy, N(Eq/K) | ¢y(Ey/K)
v=20 I,; déployée 2d 1 2d
v=_ déployée sip(-1)=1 2 1 2
I
(¢t=1) non déployée si pu(—1) = —1 2 1 1
I,y déployée si d pair 2d 1 2d
v =00
I, si d impair 2d+6 2 4

Dans ce tableau, pour toute place v de K = F,(¢) de mauvaise réduction pour E; : on a noté
ord, (Apin) la valuation en v du discriminant minimal de Ey, ord,(A) la valuation du conducteur de
E; et ¢,(E;/K) le nombre de Tamagawa local.

4.1.3 Calcul des invariants

Gréce a lanalyse de la mauvaise réduction de la courbe de Legendre E; effectuée ci-dessus, on
peut calculer les invariants « basiques » de Ey en fonction de d € N* :

Proposition 4.1.4. Soit d un entier premier d q et E4 la courbe de Legendre sur K = TF4(t) définie
ci-dessus. Alors sa hauteur différentielle vaut :
H(Eq/K) = ql 5],
De plus, on a
d+2 sid est pair,
deg N (Eq/K) = oo
d+3 sid est impair.

Démonstration. Il suffit de reprendre les informations compilées dans le tableau ci-dessus. Pour une
place v de K = F,(t), on notera I, le corps résiduel de K en v et d, = [F, : Fy] le degré de v. On
obtient alors

deg Amin (Ed/K) = Ordv:O Amin . dO + Z Ordv:( Amin . dC + Ordv:oo Amin . doo
¢d=1

=2d-1+2- ) d¢ + ordy—oo Amin.
¢i=1

6d si d est pair,

o o {G(d +1) sid est impair.

Remarquons en effet que

Yode= D [Fy(Q): Fy) = deg(X —1) = d. (4.3)
¢i=1 CEF,
¢?—1=0

Il suit immédiatement de ce calcul que

deg Apin(Ea/K) | 4 sidest pair,  |d+1
12 1L sidest impair | 2

D’ou l'on peut déduire l'expression de la hauteur différentielle de Ey (par définition, H(Ey4/K) =
q(de8 Amin)/12) ‘Enfin, un calcul trés similaire & celui de deg A, (Eq/K) permet de trouver expression
du degré du conducteur N'(Eq/K). O

D’apres le ¢f. Théoreme 1.3.11 de Grothendieck, comme E,; n’est pas isotriviale, sa fonction L est
un polynoéme a coefficients entiers. Mieux, on peut connaitre le degré de L(Ed /K, T) € Z[T] & partir
de deg N (E4/K). Ici, on obtient :

d—2 sid est pair
deg L(Eq/Fy(t), T) = deg N (Eq/Fy(t)) +4- g(P') — 4 = : batt
d—1 sid est impair.
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Remarque 4.1.5. Ces résultats sont cohérents avec [Ulm14a, §7]. Si d est pair, [Ulm14a, Lemma 7.1]
donne & deg Apin(E4/K) = 4. La preuve du [Ulml4a, Lemma 7.1] utilise la construction explicite
du modele régulier minimal 7 : &; — P! de E;/K, dont on note ¢ : P! — &; la section neutre. Alors,
% deg Anin (FEq/K) est le degré du faisceau S*Qé‘dﬂpl.

4.1.4 Torsion et nombre de Tamagawa

Soit d un entier premier & g. Comme on I’a vu, la courbe elliptique Eq/F,(t) n’est pas isotriviale. Des
théorémes généraux (cf. Théoréeme 1.5.2, Théoréme 1.5.4) montrent alors que, lorsque H(Ey/K) — oo,

H#Eq(K)ors <qg1 et logTam(Eq/K) = o(log H(E4/K)).

Dans notre situation, on peut cependant étre plus précis : les deux propositions ci-dessous donnent
des bornes explicites. Pour le détail de la preuve de la premiére, nous renvoyons la lectrice a [Ulm14a,
Proposition 6.1].

Proposition 4.1.6 (Ulmer). Soit d > 2 un entier premier d q. Le sous-groupe de torsion du groupe
de Mordell-Weil de la courbe de Legendre Eq sur K = TF4(t) est comme suit :

Z)27 x Z/AZ  sid est pair

Eq(K)tors ~
a(K)tors {Z/QZ X ZJ27  sid est impair.

En particulier, pour tout entier d > 2 premier & q, on a #Eq(K )tors < 8.

Dans le modeéle de Weierstrass affine (4.1), il y a trois points évidents sur Ey :
QO = (050)7 Ql = (_170)a Qt = (_tdao)-

Ces points sont F(¢)-rationnels et clairement de 2-torsion. Pour tout d premier & g, Eq(K )iors contient
donc un sous-groupe isomorphe & on a donc Z/27 x 7Z/2Z. Si d est pair, on peut de plus poser P =
(t4/2 ¢3/2(44/2 4 1)). 11 est facile de voir que P € E4(K), que 2P = Qo et donc P est un point de
4-torsion. Ceci démontre que le sous-groupe de torsion E4(K )iors €St au moins aussi gros que ce qu’on
a annoncé. La preuve que I'on a énuméré ainsi toute la torsion K-rationnelle sur E, est détaillée dans
[Ulm14a, Proposition 6.1]. Nous reviendrons sur des arguments similaires dans les chapitres suivants.

Par ailleurs, & défaut d’avoir une expression exacte du nombre de Tamagawa Tam(Eq/K), on
dispose d’un encadrement assez précis :

Proposition 4.1.7. Soit d > 2 un entier premier d q et E4 la courbe de Legendre sur Fy(t). On a
Tam(Eq/F,(t)) = 2d - (2d)' 0@ . 49D . 25D

ot 0(d) € {0,1} est défini par d = 0(d) mod 2 et e(d) € N vérifie e(d)/d — 0 lorsque d — +0oo.
En particulier, ceci implique qu’il existe des constantes dépendant au plus de q telles que
log d § log Tam(E4/Fq(t)) log d
d 7 logH(Ey/F,(t) ' d

Démonstration. Concaténons les nombres de Tamagawa locaux ¢,(E;/K) obtenus a la preuve de la
Proposition 4.1.3 : on a

Tam(Eq/K) =[] eo(Ea/K) = co(Ba/K) - []  co(Ba/K) - coo(Ea/K),
v]A v](Xd-1)

Ol co(Eq/K) = 2d, cc(Eq4/K) € {1,2} pour toute racine d-itme de I'unité ¢ € F, et coo(Eq/K) = 2d
(resp. coo(Ea/K) = 4) sid est pair (resp. si d est impair). Afin d’expliciter le produit [, ya_) ¢o(Ea/K),
rappelons que 'on a
X —1=][ 2 (X),
d'|d

ou &4 (X) € Fy[X] désigne le d’-ieme polynoéme cyclotomique, dont on connait la forme de la décom-
position en facteurs irréductibles unitaires dans Fy[X] : @4 (X) est un produit de ¢’ = ¢(d')/o,(d)
facteurs irréductibles unitaires, tous de degré o4(d') oli, comme avant, on a noté o,(d’) I'ordre multi-
plicatif de ¢ modulo d’ (¢f. [Hin08, Théoreme 6.2.8]). Appelons Vy 1,. .., V.o € Fy[X] ces polynémes
irréductibles unitaires et, pour tout i € [1,¢'], on fixe (»; € F, une des racines de Vy; : on a
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[Fq(Car i) : Fy] = degVar; = 04(d’). On pose alors e(d’,i) = 1 si —1 est un carré dans Fy((w ;) et
e(d',i) = 0 sinon. Les places v de K telles que v | X¢ — 1 sont alors en bijection avec I’ensemble des
Cari (o d' | detiel[l,g]) et Pon trouve que :

I eoE/=]] [] c(Ba/K)= HHccd,iEd/K)

v|Xd-1 d'|d v]® 4 (X) dr|di=1

g’ g/ /.
= H H 2E(d/7i) _ QZd/\dZi:1 E(d 71) _ 2€(d)7

d'|di=1
ou I'on a posé e(d) == 4 Z?;l e(d’,i) € N. On a donc :

2d - 25 . 2d  si d est pair

4.4
2d - 25(d) . 4 si d est impair. (44)

Il reste a démontrer que €(d) = o(d) lorsque d — co. Or, on a

PED S SELAIED 3 oI pP g pE -

d’|d i=1 d’|d i=1 d'|d d'\d g

Et il suit de la Proposition 3.1.3 que la quantité la plus a droite vérifie, lorsque d — oo,

ou C' > 0 est une constante absolue. Ce qui prouve que e(d) = o(d). Par ailleurs, 1’égalité (4.4) conduit
a
log 8 + logd < log Tam(Eq/K) < log4 + e(d)log 2 + 2log d,

duquel on déduit I’encadrement annoncé dans I’énoncé de la Proposition car H(E;/K) = qL % O

4.2 Calcul de la fonction L des courbes FEj

Dans cette section, nous explicitons la fonction L de la courbe de Legendre E,;. Nous reprenons
les notations et définitions des Sections 2.1.2 et 2.1. 3 une f01s fixé un idéal premier B C Z au-dessus

de p, on dispose du caractére de Teichmiiller t : Fq — Q . De plus, pour tout entier d > 2, on a

construit des caractéres t,, : ]F;u(m) — @X dont l'ordre divise d (m parcourant [1,d — 1]). Avec ces
notations, on a :

Théoréme 4.2.1 (Conceicao - Hall - Ulmer). Soit d > 2 un entier premier d q. On note

0 (g) — (z/dZ. ~ {0,d/2})/(qmod d)  sid est pair
! (2/dZ ~ {0}) /(g mod d) si d est impair.

La fonction L de la courbe de Legendre E4 définie sur K = F,(t) s’exprime sous la forme

LE/KT) = ] (1—tm(16)-jqum)(tm,tm)2T“(m)),
meo? (d)

ot, pour toute orbite m € 052) (d), on a noté jyum) (tm,tm) la somme de Jacobi suivante :

jq“(m) (tmatm) = — Z tm(i) . tm(l — J})

IEIFQ“,(M)

Ce calcul est présenté en détail dans [CHU14] : pour le confort de lecture, nous rappelons ici la
preuve de [CHU14, Theorem 3.2.1]. Ceci nous permet de mettre le théoréme en conformité avec nos
notations et d’illustrer le fonctionnement des outils de la Section 2.1.4. La preuve du Théoréme occupe
les deux sous-sections qui suivent.
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4.2.1 Décompte des points rationnels

On utilise 'approche « directe » du calcul de la fonction L : il s’agit de revenir a la définition de
L(E4/F4(t), T) comme produit eulérien sur les places v de K, on calcule le nombre de points rationnels

sur les réductions (Ey), de Eg4 en toutes les places v et I'on concaténe ces informations pour obtenir
L(E4/K,T) sous la forme d’un polynéme.

Soit d > 2 un entier premier a ¢, que I'on consideére fixé pour le reste de la section. Soit n > 1 et
Fg = Fy» Dextension de degré n de F,. Pour tout point 7 € P!(Fg), on notera

A(T,Q) == Q + 1 — #(Ey), (Fo),

ou (Eq), désigne la réduction d’un modele entier minimal de Eq en la place v, de K correspondant a

7. La courbe (Ey)_ est donc une cubique plane irréductible (éventuellement singuliere) définie sur le
corps résiduel F,,, C Fg de K en v,. Comme on I’a expliqué a la Section 4.1.1, le modele de Weierstrass
affine :

Ey: v =xz(x+1)(z+1t9

est entier et minimal en toute place v de K, sauf en la place co. On peut d’ores et déja calculer
A(00, @) : puisque la réduction de E4 en v = oo est multiplicative déployée (resp. additive) lorsque d
est pair (resp. impair), on a :

1 sid est pair 14 (—1)¢
A(00,Q) = . L= i
0 sid est impair 2
Commengons par démontrer la Proposition suivante :
Proposition 4.2.2. Soit Fg/F, une extension finie. Alors
YA Q == Y debem’=— Y. x(16)-jo(x.x)%

TeP (Fq) X€Y(d,Q) X€E€Y (d,Q)

les sommes portant sur l’ensemble suivant de caractéres :
—X
Y(d,Q) = {x:F5 > Q" [ =1, x £ 1.u}.

Démonstration. Soit 7 € Fg (i.e. 7 € P1(Fg) \ {oc}), on note a nouveau (E,)_ la réduction de E4 en
T : une équation de la partie affine de celle-ci est donc :

(Eq), : y? =z(x+1)(z+719).

Pour compter le nombre de points Fg-rationnels sur cette courbe, une fois pris en compte son (unique)
point a l'infini, on utilise le Lemme 2.2.1 : désignant par p : Fé — @X I'unique caractere non trivial
d’ordre 2 sur ), on a

#(Ea),(FQ) =1+ #{(z,y) € F5 | y* = 2(x + 1)(z +79)}
=1+ Y #{yeFq |y’ =z(z+1)(z+7%)}

z€Fq
=14 Y (1+p(@+D@+79))
wEFQ
_Q+1+Z z(z +1)(z +7%)).
z€Fg

Par suite, pour tout 7 € Fg, on a

A(,Q) = Q+1—#(Ea),(Fg) = = Y plz(x +1)(z +77).

zclFg

Des lors, la somme & calculer s’écrit :

Z A, Q) = ZATQ ZZ x(x+1) :EJer)).

TEPL(Fq) T€FQ TEFQ z€Fq



156 CHAPITRE 4. FAMILLE DES COURBES ELLIPTIQUES « DE LEGENDRE »

On « réindexe » ensuite la somme portant sur 7 € Fg a l'aide du Lemme 2.2.2 :

Z Zu(m(x+1)(w+7d)): Z Z z(z +1)(z +7%))

T€Fg z€Fg z€lFg T€Fg

. > #{refo| =2} p(a@+1)(z+2)

x€Fg z€Fqg

Z Z ZX(Z) p(z(z+1)(z + 2))

z€lFg 2€Fqg x4=1

=3 1Y D x@u(@+)@+2) ],

x?=1 \z€Fq z€Fq

ou x : Fé — @X parcourt ’ensemble des caracteres de Fé dont la puissance d-ieme est triviale (i.e.
les caracteéres dont l'ordre divise d). Explicitons maintenant les doubles sommes internes en termes de
sommes de Jacobi :

Lemme 4.2.3. Soit x : IF‘Z2 — @X un caractére (quelconque). Alors :
Z Z (z(z+1)(z + 2)) ZjQ(Xyﬂ)Q.
ZEG]FQ ZG]FQ

Démonstration. Soit donc y un caractere, cherchons a expliciter :

Z Z x(x + 1)( Z Z wlx + Dp(z + 2).

z€Fg 2€Fq zcFg 2€Fqg

Commengons par remarquer que les termes avec « x = 0 » ne contribuent pas & la somme car p(0) = 0.
On peut donc réindexer la somme interne en posant « z =x - v » :

Z Z x(2)p(z(z+1)(z+2)) = Z Z X(2)p(z(z +1)(z + 2))

z€Fq z€Fq zek} 2€Fq

= Z Z x—i—l)(m—i—xv))

I€]FX velfg

3 3 @ @n)n((z + 1)1 +v))

rEFX velFg

=> >« ((z +1)(v+1)),

xe]FX veFq

car p(x?) = 1 pour tout x # 0. Cette derniere expression se factorise sous la forme :

DD x@Eu(@+@+z) =Y x@u+1) [ Y x@pl+v)

rx€Fg z€Fqg me]}?é) veFqg

> x@p+1) | | D x(u(v+1)

wEFg veFqg

L’intérét de cette transformation est alors évident : on reconnait (presque) une somme de Jacobi dans
chacun des facteurs. Plus précisément, on a

S xpt+v) = > x(=v)pd —w) =x(-1)- Y x@u(l—v) = —x(-1)-jo(x. n.
veFg weFq weFq
De facon tres similaire, le premier facteur vaut
> x@ule +1) = —x(=1) - 3 x@)n - ') = =x(=1) -jo(x. 1)-

z€F z'#0

La derniere égalité suit de la Proposition 2.2.7 en distinguant deux cas suivant que x est trivial ou
non. Ceci conclut la preuve du Lemme car y(—1)% = 1. O
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En particulier, si x = 1 est le caractére trivial, on a (c¢f. Proposition 2.2.7) :

Z Z 1(z)p(z(z + 1) (z+ 2)) =jo(1,1)* = 0.

z€Fg 2€Fq

D’aprées la méme Proposition 2.2.7, pour x = p, on a

30> uEp(e@+ 1)@+ 2) = ol n)? = p(=1)° = 1.

z€Fq z€Fg

Par conséquent, si I’on introduit ensemble X (d, Q) des caractéres non triviauz x : IFZ2 — @X dont
I’ordre divise d, on a démontré que

TEPL(Fq) x4=1 X€X(d,Q)

Comme dans ’énoncé de la Proposition, soit maintenant
—X
Y(d,Q) := {X:Fé—H@ ‘ x4=1, x#l,u}-

Pour conclure la preuve de la Proposition 4.2.2, distinguons deux cas :
— Sid est impair, on a A(co,Q) =0et Y(d, Q) = X(d, Q) car le caractére p n’est pas dans X (d, Q)
(comme d est impair et 4 d’ordre exactement 2, on a u? = u # 1). On a donc, dans ce cas,

Yo AMQ =0- Y debem?=- > Jeluw?.
TEPI(Fq) XE€X(d,Q) X€Y (d,Q)
— Si maintenant d est pair, on a A(co, Q) =1 et p € X(d,Q). Ainsi, Y(d,Q) = X(d,Q) ~ {u} et,

comme on vient de voir que jo(u, mu)? =1, on a

Yo AR =1- > jebew’=1-jomm® = > Jelxm’

TEP(Fq) X€X(d,Q) X€EY (d,Q)

== Y debuw?®

XEY (d,Q)

11 ne reste finalement qu’a utiliser le Lemme 2.2.9 : pour tout caractére non trivial x de F, on a

Jo(p,x) =x(4) -jo(x, x)-

4.2.2 Réindexation des caracteéres et conclusion
Pour toute extension finie Fy» /F,, la Proposition 4.2.2 donne que
Yo Alng)=- > x(16)-je (x, )%
TEPY(Fyn) x€Y(d,qm)
la somme portant sur un ensemble de caractéres. Par définition (c¢f. Lemme 1.3.15), on a

oo

tog (L(E/Fy(0,T) =S | 3 Alng™) | -

n=1 \7€P! (Fyn)

Ainsi, on a prouvé que

& AL
IOgL(Ed/Fq(t)7T) = _Z Z X(16) 'jq”(X7X)2 o
XEY (d,q™

n
n=1 )

Dans le membre de droite, on reconnait le genre de sommes étudiées & la Proposition 2.1.15 (avec

¢ =2) : pour toute extension Fqg/F, et tout caractére non trivial y : Fé — @X, on pose :

o(x, Q) = x(16) - jo(x, x)*.
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Montrons maintenant que cette donnée satisfait aux hypotheses de la Proposition sus-citée. Pour toute
extension Fgs /Fq, on note X&) = X©Nr,./r, le caractere sur Fas déduit de x : comme les sommes de
Jacobi satisfont une relation de Hasse-Davenport & I'ordre 1 (Théoreme 2.2.20) et que 16 € F, C Fg,
on a

(X9, Q%) = xD(16) - jo- (x'¥, )% = x(16°) - (jo(x, x))* = o(x, Q)*.

De plus, comme o(x,Q) est (le carré d’) une somme portant sur les éléments de Fg, on a claire-
ment o(x?,Q) = o(x, Q) (puisque z — z9 est une permutation de Fg). Les deux hypotheses de la
Proposition 2.1.15 étant vérifiées (avec £ =2 et K = 1), on a donc :

Z Z O'(Xv Q) % = Z —log (1 _ J(tm’ qu(m)) . Tu(m)) ’

n=1 \x€Y(d,q") mEOfZQ)(d)

ol (’)512)(d) désigne lensemble des orbites de Z/dZ~{0} sous l'action de ¢ par multiplication, sauf
orbite {d/2} si d est pair. Remarquer que I'on a ici désigné par o(t,,, (™) ce qu’on aurait dii, en
toute rigueur, noter « o(t,, q"(“)) pour un choix quelconque de a € m ». On en tire I’égalité suivante :

10gL<Ed/Fq(t),T) = log H (1 — o (tm, qu(m)) . Tu(m))
me0? (d)

Il ne reste qu’a expliciter o(t,,, ¢“"™) = t,,(16) *Jgquem (tm,tm)? et & prendre I'exponentielle de cette
identité pour avoir Iexpression attendue de L(E4/K,T) :

L(Ed/K7T) = H (1_0(tm’qu(m)) .Tu(m)> .
meO? (d)
Ceci conclut la preuve du Théoreme 4.2.1.

Remarque 4.2.4. La fonction L obtenue est bien un polynoéme en T', de degré (voir l'item (i) de la
Proposition 3.1.3)

d—2 sid est pai
deg L(E4/K,T)= > u(m)= s @ estpait
d—1 sid est impair.
meo? (d)

Ceci est cohérent avec la Remarque suivant la Proposition 4.1.4.

Remarque 4.2.5. Nous avons ici choisi d’écrire la fonction L de E4y comme un produit de facteurs
1 — £, (16) - Jguim) (b )% - T,
Les auteurs de [CHU14] ont préféré écrire L(E;/K,T) comme un produit de

1 — jguim (b, pguim ) - T,

N =X . N .. .
Ol figu(m) : quu(m) — @ est I'unique caractére non trivial d’ordre 2 sur F um). Les deux produits

portent sur le méme ensemble d’orbites m € O((]Q)(d) et les deux facteurs écrits ci-dessus sont en fait
égaux (nous 'avons démontré au Lemme 2.2.9).

Remarque 4.2.6. Notons que, lorsque 'entier d > 2 divise ¢ — 1, on obtient une expression bien plus
simple de L(FE4/K,T) comme suit : comme d divise ¢ — 1 = #[F, il existe un caractere xo : F¢ — Q"
d’ordre exactement d. Alors O (d) = Z/dZ~{0} (car ¢ =1 mod d) et

au
|

L(E4/K,T) = (1= x0(16)"jq(x0", x0™)* - T) -

1
/2

3
I

n

S
R

Ceci étant, nous ne pouvons nous contenter de d | g—1 : nous nous intéressons en effet au comportement
asymptotique de Bs(E4/F,(t)) lorsque H(Eq4/K) ~ q¢¥? — 4o00. Pour cela, il faut que d puisse étre
arbitrairement grand, a ¢ fixé.
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4.3 Rang et valeur spéciale de Ej;

4.3.1 La conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer

Théoréme 4.3.1 (Ulmer). Soit F, un corps fini de caractéristique p > 5. Pour tout entier d € N*,
premier & p, on note & nowveau E4 la courbe elliptique de Legendre sur K = F,(t) donnée par (4.1).

La conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer (Conjecture 1.4.1) est vraie pour la courbe elliptique
E /K. En particulier, le groupe de Tate-Shafarevich UI(Ey/K) est fini et le ratio de Brauer-Siegel
Bs(Eq/K) est fini.

Nous renvoyons le lecteur & [Ulm14a, §11] et [Ulm13, §7], plus particuliérement [Ulm14a, Corollary
11.3] pour la preuve de ce Théoréme. Les points importants de la preuve sont les suivants : la courbe
E, est isogeéne, apres une extension finie k'/F, du corps des constantes, & la courbe elliptique EY,
définie sur K = Fy(t), dont un mode¢le affine est

By oy 4 ay +thy = 23 + 92,

Or, la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer « faible » est démontrée pour E/, dans [Ulm13, §7], a
laide des résultats de [Ber08]. Comme la véracité de la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer est
invariante par isogénie et par « descente » finie du corps des constantes (cf. le point (4) de [Ulm11,
Lecture 3, Theorem 8.1]), on en déduit que la conjecture « faible » est vérifiée par E4/K. On peut
alors invoquer les résultats rappelés a la Section 1.4.3 pour en conclure que la conjecture de Birch et
Swinnerton-Dyer « forte » est vraie pour E4/K.

4.3.2 Rang et valeur spéciale de F;/K

Soit d > 2 un entier premier a la caractéristique de K = FF,(¢). Nous avons vu (Théoréme 4.2.1)
que la fonction L de la courbe « de Legendre » E4/K s’écrit sous la forme d’un produit :

LESKT) = T (1= tm(16) g (b t)” - 7).
meo{?(d)
Ceci incite a poser la définition suivante :

Définition 4.3.2. Pour tout entier d > 2 premier & ¢, on pose :
2,(d) == {m € OP(@) | tn(16) - jyucm (bm tm)? = "™ }

et son complémentaire V; (d) := (’)52)(d) N Z4(d).
Munis de ces notations, on a :

Proposition 4.3.3 (Ulmer). Soit d > 2 un entier premier ¢ q. On considére d nouveau la courbe
« de Legendre » Eq sur K = F,(t) donnée par le modéle de Weierstrass (4.1). Le rang du groupe de
Mordell-Weil E4(K) s’exprime sous la forme

rang By(K) = #2,(d) = # {m € OD/(d) | tm(16) - jyuim (bms tm)® = qu<m>} .

Démonstration. Pour simplifier les écritures, notons ici L(T') = L(E4/ K, T) et, pour tout m € (9((12) (d),
w(m) = tm(16) - jgum (tm, tym)?. 1l suit immédiatement du Lemme 3.1.4 (voir aussi 'Exemple 3.1.9)
que

ordp—,—1 L(T) = # {m € 01(12)(d) | w(im) = qu(m)} = #Z,(d).

De plus, la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer étant vraie pour E;/K (Théoréme 4.3.1), il y a
égalité entre rangs algébrique et analytique, i.e. rang E4(K) = ordp—q,—1 L(T). O

Proposition 4.3.4. Soit d > 2 un entier premier a q. La valeur spéciale en T = ¢~ de la fonction
L de la courbe elliptique de Legendre Eq/K s’écrit sous la forme :

LBk )= ] um)- ] <1tm<16>-jqu<m><tm,tm>2>.

meZq(d) mevy(d) 4
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Démonstration. Le calcul a été essentiellement effectué a la Section 3.1 (¢f. Exemple 3.1.9). Pour toute
orbite m € O (d), on pose gm(T) = 1 — w(m) - T*™). Alors, L(E4/K,T) = [] (T) et
gm(q™") = 0 si et seulement si m € Z,(d). D’ou,

L(E4/K,T gm (T

(1=qT) mezyd) T qT mevz (d)

me0( (d) Im

L’évaluation de ce polynome en T = ¢~ fournit bien, par définition de la valeur spéciale (Définition
1.3.12), I'expression annoncée. O

Remarquons que, comme Ey/K vérifie la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer, la valeur spéciale
L*(E4/K,1) s’écrit comme

#U1(Eq/K) - Reg(Eq/K)
(#Ed(K)tors)2

un produit de nombres rationnels strictement positifs. Donc L*(E;/ K, 1) est elle-méme rationnelle et
strictement positive.

L*(Ea/K,1) =

Tam(Eq/K) - m

4.3.3 Commentaires
Dans [Ulml4a], D. Ulmer démontre :

Proposition 4.3.5 (Ulmer). Lorsque d parcourt l'ensemble des entiers premier a p, le rang des
courbes de Legendre E4 sur K = Fg(t) n'est pas borné :

limsup rang E4(K) = +o0.
pged(d,q)=1

C’est un cas particulier de [Ulm07b, Theorem 4.7] (voir aussi [Ulm11, Lecture 4, Theorem 3.1.1] et
[Ber08, Theorem 4.1]). Comme c’est ici une conséquence facile de la Proposition 4.3.3 et du Théoréme
de Shafarevich-Tate (Théoréme 2.4.4), nous en donnons la preuve.

Démonstration. 11 suffit de démontrer que, pour d € N* premier a p bien choisi, « beaucoup » de
sommes de Jacobi sont « triviales ». Nous reprenons les notations introduites ci-dessus. On se place
dans le cas on d = dy = ¢~ + 1 (avec N € N*¥) : le Corollaire 2.4.5 donne que

vm € O2(d),  tm(16) - Jyuom) (b, tm)? = ™.
Ainsi, pour dy = ¢V + 1, on a Z,(dy) = #(’)((12)(0[1\[) et
rang Eqy (Fy(1)) = #2Z,(dn) = #0 (dn).

On peut par ailleurs facilement minorer #0,52) (dn) (voir le Lemme 2.4.1) :

O (dr) = £O (dn) — 1 = ¢(d/)> 1 ) d/:dN_lsz—l.
# q (N) # q( N) d/ZdN Oq(d') Oq(dN) d%v(b( ) Oq(dN) IN

d'>2 d'>2
Vu que logdy > N -loggq, ceci conduit alors a

dy —1 dy —1 dn
rangEdN(Fq(t)) 2 IN 2 IOg\/a log dn 4 long’

la constante implicite ne dépendant que de ¢. Comme la quantité a droite tend vers +oco avec N € N*|
la Proposition est démontrée. O

Dans la situation ou d = dy = ¢~ + 1, la Proposition 4.3.4 implique immédiatement que la valeur
spéciale L*(E,, /K, 1) est un entier :

L*(Eqy /K, 1) = ] w(m)eN-.
mGOflz)(dN)

En particulier, log L*(E,4, /K,1) > 0 et, anticipant quelque peu sur la Section ci-dessous, on trouve
que pour d =dy = ¢V +1,

Bs(Eay /K, 1) > 1+0(1) (N — o0).
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4.4 Etude du ratio de Brauer-Siegel des courbes de Legendre

Dans cette section, nous utilisons les résultats des pages précédentes pour démontrer le Théoreme
principal de ce chapitre, a savoir :

Théoréme 4.4.1. Soit F, un corps fini de caractéristique p > 3 et K = F(t). Pour tout entier
d > 2 premier d q, on considére la courbe elliptique « de Legendre » FE4 sur K, dont un modéle de
Weierstrass affine est

Eg: Y?2=X(X+1)(X +1t%).

Lorsque d — +o0 (i.e. H(E4/K) — +00), le ratio de Brauer-Siegel Bs(Eq/K) admet une limite et
celle-ci vaut 1 :
Bs(Ey/K) ——— 1.
pged(d,q)=1
d——+o0

Comme la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer est vraie pour la courbe E4 (Théoréme 4.3.1),
qui n’est pas isotriviale, on peut utiliser la Proposition 1.6.4 de la Section 1.6.3 : lorsque H(Fy/K) —
+00, on a
log L*(E4/K, 1)

Bo(Ea/K) = 1+ 0 TR

+o(1). (4.5)

Pour estimer la limite qui nous intéresse, il faut donc donner un encadrement de la valeur spé-
ciale L*(E4/K,1). Plus précisément, vu I’énoncé du Théoréme 4.4.1 et la relation (4.5), nous devons
démontrer :

— une majoration :

log L*(E4/K, 1)

log H (Ba/K) <O+0(1) (d = 00),

ce que nous faisons a la Proposition 4.4.2.
— puis une minoration « forte » :

log L*(Eq/K, 1)

log H (Ba/K) 20—0(1) (d = o0).

C’est la partie la plus difficile de la preuve (cf. Proposition 4.4.3).
La combinaison de ces deux inégalités et de (4.5) donne alors le résultat escompté :

1-0(1) < Bs(Ey/K) <1+0(1)  (d— o).

Il ne reste donc qu’a démontrer la majoration et la minoration annoncées ci-dessus. Ceci occupe le
reste de la Section.

4.4.1 Majoration de la valeur spéciale

Proposition 4.4.2. Soit d > 2 un entier premier a q. Lorsque d — 00, la valeur spéciale L*(E4/K, 1)
de la fonction L associée d la courbe de Legendre E4 admet la majoration suivante :

log L*(E4/K, 1)

log H (Ea/K) <0+0(1) (d — o).

Cette Proposition est un cas particulier de [HP16, Theorem 7.5] mais nous pouvons en donner une
preuve directe avec les outils développés a la Section 3.1. Nous obtenons en fait une inégalité plus
explicite :

log L*(E4/K, 1) o loglog d

log H(EJ/K) S logd (d = o0),

ou ¢ > 0 est une constante absolue, que ’on peut prendre < 30.

Démonstration. A la Proposition 4.3.4, nous avons démontré que

L*(Eq/K,1) = H u(m) - H (1_tm(lﬁ)-_jq,um)(tm,tm)z)’

meZ,(d) meVy(d)
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ot Z,4(d) et V;(d) sont les ensembles d’orbites C O((JQ)(d) définis a la Section 4.3. Comme on l'a déja
remarqué plus haut, la fonction L(E4/K,T) est un polynoéme de la forme étudiée a la Section 3.1. On
en déduit donc (Proposition 3.1.8 avec K = 1) :

dloglogd

log L*(E4/K,1) < 3Clogq - ogd

ot C' > 0 est une constante absolue. D’autre part, on a log H(Ey4/K) = L%J -log ¢ (Proposition
4.1.4). Ce qui donne

log L*(Eq4/K, 1) <30.dloglogd. 1 < 'loglogd. 2d <6c_1oglogd20(1).
log H(E4/K) logd | 442 | logd d+1 logd
Ce qui conclut la preuve. O

4.4.2 Minoration de la valeur spéciale

Pour minorer la valeur spéciale L*(E;/K, 1), nous utilisons les outils mis en place a la Section 3.2.

Proposition 4.4.3. Soit d > 2 un entier premier d q. Lorsque d — 00, la valeur spéciale L* (Eq/K, 1)
de la fonction L associée a la courbe de Legendre E4 vérifie :
log L*(E4/K, 1)
log H(E4/K)
Ce résultat se réécrit sous la forme compacte suivante : pour tout entier d > 2 premier a g, la
valeur spéciale est « asymptotiquement presque entiére » au sens ou elle est de la forme

>0+ 0(1) (d = 0).

(entier)

L*(Ey/K,1) =
(Ba/ 1) = (20

(d — o).

Démonstration. En premier lieu, remarquons que pour toute orbite m € (’)((12)(d), on a u(m) =#m €
N* et qu’on l'on peut d’ores et déja minorer la valeur spéciale L*(Ey/K, 1) comme suit :

(1 i (16) - jguom (tm7tm)2>

log L*(Ey/K,1) = log H u(m) + log H

u(m)
meZ,(d) meV; (d) q
o (16) - Joutm) (b, tom )2
> log 1+ log H (1— (16) Jqu((m))( ) )
mevy(d) q
ton (16) - Jyucm) (b tom )2
>log [ (1 (16) Jqu(m))( ) ) (4.6)
mevy(d) q

Pour tout m € 052)(d), on pose y(m) = t,,(16) - jyum (bm, tm)?. On notera M = Vi (d). Vérifions
que cette donnée satisfait aux hypothéses (i), (ii) et (iii) de la Section 3.2.1 :
(i) Pour toute m € M, on a y(m) € Q(¢x) C Q(¢q4) ou d' = d/pged(d,m). En effet, pour m €
[1,d — 1], le caractére t,, : quu(m) — @X est d’ordre d/ pged(d, m) et, comme m # d/2, on a
d’ > 2. Par définition, la somme de Jacobi Jquim) (b, ) est un entier de Q(Car). Notons par
ailleurs que pour tout m € O((Iz)(d), on a |y(m)| = ¢"(™ dans tout plongement complexe de
Q(Ca) car t,, n'est ni le caractere trivial, ni le caractére quadratique de F;u(m).

(ii) Pour m € (’)((12) (d) et a € (Z/dZ)*, si l'on note g, € Gal(Q(¢4)/Q) 'automorphisme de Q({y)
correspondant & a, on a (¢f. Lemme 3.3.8)

Oq (jqu(m) (tma tm)) = jqu(m) (Ua (tm)a Ua(tm)) = jqu(m) (ta-m7 ta-m)-
D’oui l'on tire immédiatement que o,(y(m)) = y(a - m).
(iii) Enfin, par construction de V;(d), le produit

I (- 2m) = [ (- 0o oty

meM meVy(d)

est non nul. Il est de plus rationnel car la valeur spéciale L*(E4/K, 1) l'est et que

I () -

meM ez, () ulm)
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Nous sommes donc dans le cadre décrit a la Section 3.2 : on peut appliquer le Théoreme 3.2.2.
Rappelons tout d’abord quelques notations. Pour tout diviseur d’ > 2 de d, soit Ky = Q((a) et p’
I'idéal premier de K4 qui est en-dessous de f C Z. On identifiera & nouveau Gal(Ky /Q) et (Z/d'Z)*.
On note de plus Gy = (Z/d'Z)* et (p)a (resp. (¢)a’) le sous-groupe de G4 engendré par p (resp. par
q). On pose alors

dp y (&m/
W (d) = o) Y nmx{o,1—°i;1ﬂ%fﬁ;]}~

m€Gar/{a) ould) - [y : Fp
Remarquons que o4(d') = #(q)a est un diviseur de ¢(d’) = #G4. L’application du Théoréme 3.2.2

donne que
y(m) '
log I |(d) (1 - qu(m)) > —loggq- g w'(d). (4.7

mevy d'|d
d’' >2

Pour obtenir la minoration souhaitée, il nous reste & majorer les nombres w’(d’) pour tous les diviseurs
d’ > 2 de d. Commengons par expliciter (en partie) ceux-ci.

Lemme 4.4.4. Pour tout diviseur d’' > 2 de d, w'(d") admet l’expression suivante :

{";l’,”} elo, 1/2}}

#(p)ar

1 #{re e

/ AN . ! . -

w'(d') =2 04(d") Z max 0,2
m'€Gyr /{(q)ar

Démonstration. On notera 0 = o4(d') = #(q) . Par définition, on a
ord, y (i,m’)
/ d/ —9. 1— P d
w'(d") Z max{(), T F
m’'€G g1 /{q) 4 q p

et il s’agit d’expliciter ord, y (£m’) pour tout m’ € (Z/d'Z)* /{g)4 . Or, pour tout m’ € (Z/d'Z)* /{q)a,
si 'on pose m =dm//d' € 052)(d), on a

’ U ’ ! ’ ’ 2
y (%m/) _ tm(lﬁ) 'jqu(m> (tm,tm)2 — t(16)(q9_1)m /d" (jq9 (t(qﬂ_l)m /d 7t(qe_l)m /d )) ,

ol t(16)(q9’1)m//d/ est une racine de l'unité. On applique alors le Théoréme 3.3.9 (et la Proposition
3.3.10) donnant la valuation p’-adique des sommes de Jacobi :

ordy y (Lm') = 2 ordy je (t(q(’,l)m’/d”t(q'?,l)m’/d/)

e )]

TE(P)ar

g o))

TE(P) g1

car, pour tout réel y ¢ Z, on a {—y} =1 — {y}. Ce qu’on peut appliquer ici, car pour tout = € (p)a,
m' € (Z/d'Z)* et d' est premier & p donc ”Zl/,” ¢ 7. Dés lors, remarquons que, pour tout y €]0, 1], on
a

1 siy€lo,1/2]

2-2{y} =[2-2y] = {o siy €]1/2,1].

D’ot 'on déduit que ordy: y (%m') est, a un facteur pres, une « fonction de comptage » :

[F 0 . ]Fp] ’
ordy y (4m') =2 —L 2 '#{Tl‘€<p>d/ ’ {m,”}e](),l/ﬂ}.
p ( d ) # <p> & d
L’expression attendue de w'(d’) est une conséquence immédiate de cette derniere égalité. O

On peut maintenant utiliser les résultats d’équidistribution développés a la Section 3.4 :
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Lemme 4.4.5. Pour tout diviseur d' > 2 de d, la quantité w'(d’) définie ci-dessus vérifie :
w'(d)

o) aom

De plus, on a

d'|d
d'>2

Démonstration. Définissons F : [0,1] — R la fonction indicatrice de lintervalle ]0,1/2], de sorte que
f[o nF= 1. Pour toute orbite m’ € Ga/{(g)a, on a

#{me | {51 €0,1/2] m'w
%_ { Gpd#ip;ﬁ}EUl2}:/[0’1]}7_#@17” Z F<{ 7 })

TE(P) g1

et, puisque max{0,y} < |y| pour tout réel y, on en déduit que

G
[0,1] Pld o) /

N

max < 0, - —

2 #(p)a

D’apres le Lemme précédent, on a donc :

t;}sg)):f;?((j))' 2 max 0’/[0,1]F g 2 F ({TD

m'€G g /(@) ar TE(p) 4
1 m’
[or s = (%
webai@y |00 FPe L5 d
2 / 1 ({m’w})
S S Fo— FlMTOY
#(Ga /(@)ar) Z [0,1] #(p)a Z d

TE(P)a
m'€G g /{q) g TE(P) g

0<

0g(d") )
S5

)
——
N——

On applique alors la Proposition 3.4.13 (corollaire du Théoréme 3.4.1) : lorsque d’ — 400, on a

m. T /[071]1:_#@1)” 3 F({"Z/T}) — o(1). (4.9)

m'€Gyr /{a)qr TE(P)

La constante implicite ne dépend que de ¢g. Ceci démontre bien que w’(d’")/¢(d’) — 0 lorsque
d’ — oo. Noter qu’on pourrait étre plus précis ici : la Proposition 3.4.13 donne en fait une estimation
de la « vitesse de convergence » de w’(d’)/¢(d") vers 0. Dans tous les cas, on peut alors déduire (4.8)
de (4.9) par le Lemme 3.4.16. Ce qui achéve la preuve du Lemme. O

Finalement, d’apres le calcul de la hauteur de E; (a la Proposition 4.1.4), on voit que

log H K 1 1 1) -1
og H(Ea/ >:logq-7- d+ <(Cl+ ) -logg
d d 2 2d
et, en combinant (4.6), (4.7) et (4.8), d’en conclure que
log L*(E4/K, 1 d log L* (E4/K, 1 2d 1
og L* (Ea/ ): log L7 (Ea/ )2— logg- = Y w'(d)
log H(Eq4/K) log H(Eq/K) d (d+1)loggq d o
d'>2
2d 1 1
2 _ - / d/ 2 _ /d/ — 1 .
(d+1) g 22 v@) > =5 2 wid)=o(l)
d'|d d'|d
d'>2 d'>2
Ce qu’il fallait démontrer. O

Ceci termine la preuve que, lorsque d — oo, on a

Bs(Ey/K) ———— 1.
pgcg(d,q)zl
— 00



Famille des courbes elliptiques
« Hessiennes »

Dans ce chapitre, nous étudions les courbes elliptiques « hessiennes » Hy sur le corps K = F(¢),
dont un modele de Weierstrass affine est

Hi: Y?243tXY +Y = X3,

avec d € N* premier a la caractéristique p > 5 de K.

Un résultat assez classique affirme que ces courbes sont les « courbes elliptiques universelles » sur
K munies d’un point de 3-torsion K-rationnel. Aprés avoir étudié les courbes de Legendre (Chapitre
4), il semble donc naturel de considérer ces courbes. Résumons quelques résultats obtenus dans ce
chapitre en un théoreme :

Théoréme. Soit Fy un corps fini de caractéristique p > 5 et K = Fy(t). Pour tout entier d > 2,
premier & p, on considére la courbe elliptique (dite « Hessienne ») définie sur K par le modéle affine
suivant :

Hy: Y24+ 3t9XY +YV = X3

La hauteur différentielle de Hy/ K vaut H(Hd/K) = q%. La courbe Hy vérifie les conjectures de Birch
et Swinnerton-Dyer. En particulier, le groupe de Tate-Shafarevich I(Hy/K) est fini et le ratio de
Brauer-Siegel Bs(Hy/K) également. De plus, lorsque d — +0o (toujours en étant premier a p), on a
H(Hy4/K) = +o0 et
Bs(Hy/K
( af ) pged(d,q)=1
d——+oo

Autrement dit,

log (#11(Hy/K) - Reg (Ha/K)) ~d-logq (d — o).

Ainsi, les courbes Hessiennes H;/F,(t) ci-dessus vérifient un analogue « complet » du Théoreme
de Brauer-Siegel :

Ve >0, H(Hy/K)' ™ <. #10(Hy/K) Reg(Hy/K) <. H(Hq/K)" "

(d — o).

L’organisation de ce chapitre est assez similaire a celle du chapitre précédent. Nous commencons
par construire les courbes Hy a partir de leur définition « modulaire » (Section 5.1.1). Puis nous
calculons les invariants classiques associés a Hy : conducteur, hauteur (Proposition 5.1.5) et nombres
de Tamagawa (Proposition 5.1.7). Pour ce faire, nous menons une analyse assez détaillée de la réduction
de H, en les « mauvaises places » de K (Proposition 5.1.4).

La deuxiéme Section est dédiée au calcul de la fonction L(Hd /K, T) sous la forme d’un produit
explicite. A notre connaissance, un tel calcul n’avait jamais été mené. La technique utilisée se base
sur des évaluations de sommes de caracteres sur les corps finis, & partir de la définition de la fonction
L comme série génératrice. Comme au chapitre précédent, nous faisons apparaitre des sommes de
Jacobi (¢f. Théoréme 5.2.1 et Lemme 5.2.5). Nous expliquons aussi pourquoi la conjecture de Birch et
Swinnerton-Dyer est vérifiée par H;/K (Théoréme 5.3.1). Enfin, la derniére section contient la preuve
de lassertion sur la limite de Bs (Hd /K ) (Théoréme 5.4.1), le résultat principal de ce chapitre.
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5.1 Courbes hessiennes H;

5.1.1 Construction des courbes Hessiennes

Soit E une courbe elliptique sur K = Fy(t), elle admet un modele de Weierstrass affine de la forme
Y2+ a1 XY 4+ a3y = X3 + a3 X? + as X + ag. (5.1)

On suppose que E possede, outre l'origine O du groupe E(K), un point K-rationnel de 3-torsion P.
Quitte & effectuer des translations, on peut supposer que P = (0,0) est K-rationnel, i.e. que ag = 0.
Un calcul simple montre alors que la tangente en (0, 0) est de pente a4/as. Comme la courbe est lisse
en (0,0), on ne peut avoir simultanément ay = 0 et ag = 0. Si a3 = 0, la tangente & E en (0,0) est
verticale et (0,0) serait de 2-torsion (on obtiendrait alors les courbes de Legendre, voir Chapitre 4).
Si P = (0,0) n’est pas de 2-torsion, on a az # 0 et un changement de variables (X', Y’) =

(X, Y — Z—‘;X) transforme I’équation (5.1) en

2
a a a
Y? +ad\ XY + a3y = X+ ab X", (a'l a1 +2=2ah = ay —ay— — 3) (5.2)
Qy ayq ay
ou la tangente au point P = (0,0) est alors horizontale. Utilisons maintenant la condition que P est
d’ordre 3 : la courbe E doit intersecter sa tangente en P en un autre point P’. Aprés calcul, on voit

que P = (0,0) est d’ordre 3 si et seulement si ag # 0 et ag = 0. Le modele affine de E' se réduit donc a
Y2 +a\ XY +ayY = X3 (5.3)

Pour simplifier, on suppose ici que a4 est un cube dans F,(t). Comme a% # 0 est « de poids 3 », on
peut faire un nouveau changement de coordonnées et normaliser par ay = 1, on écrit alors a} sous la
forme a} =3 - A (avec A € K) et Pon obtient un modele de Weierstrass affine de la forme

Esy: Y?434-XY+Y =X3,

_ 274%(94%-8)?
A3

ainsi, pour tout polynéme A € F,[t] (43 # 1), une courbe E,4 définie sur K = Fy(t). La courbe E4
est lisse si et seulement si A% # 1 : c’est le cas par exemple si ’'on suppose deg A > 0. Si E, est
lisse, c’est une courbe elliptique sur K munie d’un point rationnel de 3-torsion. Celui-ci est P = (0, 0)
et 2P = (0,—1) = —P. Nous renvoyons la lectrice & [Hus04, Chapter 4, §2] pour de plus amples
informations (notamment sur les conditions supplémentaires & imposer & A € F[t] et ¢ pour que E4
possede 9 points K-rationnels de 3-torsion).

Dans ce chapitre, nous nous concentrons exclusivement sur le cas oll a5 est un cube (dans les
notations de (5.3)) et ot le parameétre A(t) est le mondme A(t) = t¢ € F[t], avec d > 2 un entier
premier & q. Nous noterons alors simplement Hy = Fa :

dont le discriminant vaut A = 27(A43 — 1) et l'invariant j s’écrit j = . Nous obtenons

Définition 5.1.1. Soit F, un corps fini de caractéristique p > 5 et K = Fy(t). Pour tout entier
d € N*, on considére la courbe elliptique Hy définie sur K par le modele affine :

Y243t XY +Y = X3 (5.4)
Dans tout ce chapitre, nous appellerons Hy/K la d-iéme courbe Hessienne.

Remarque 5.1.2. Il y a d’autres modeles classiques de la courbe Hessienne. Notamment, pour tout
d € N* premier & p, on peut considérer la courbe projective H), définie sur K = Fy(t) par I’équation

ro,3 .3, .3 d
Hy:zg+ 27+ x5 =3t" - zor129,

olt Pon a noté [z : x1 : z2] € P? les coordonnées sur P2. L’application rationnelle ¢4 : H), — Hy
donnée par

3
balan v s a]) = (5~ 28) = (x,)

se prolonge en un morphisme dominant H), — Hg de degré 3. On vérifie que ¢4 est en fait une
3-isogénie entre H) et Hy.

Par ailleurs, Ulmer nous a fait remarquer que I’hypothése parasite que « a4 est un cube » (voir
(5.3)) n’a pas d’interprétation « modulaire » simple : dans (5.3), il vaudrait mieux normaliser a} par
aj = 1 lorsque celui-ci est non nul (ce qui est toujours possible car a est « de poids 1 »). Nous
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reviendrons au Chapitre 7 sur la famille qu'on obtiendrait alors. La famille des courbes E4 (pour
A e Fylt] \ p3) données par :
Ex: Y?4+34-XY+Y =X3

représente environ « un tiers » de la famille de toutes les courbes elliptiques E/F,(t) munies d'un
point de 3-torsion F,(t)-rationnel.

Remarque 5.1.3. Les méthodes développées ci-dessous permettraient de traiter le cas un peu plus
général suivant. Pour tout a € F,~{0} et tout entier d premier & p, on définit une courbe elliptique
Hy, sur K =TF,(t) par le modele affine

Hyo: Y?+3at? XY +Y =X

Les résultats majeurs de ce chapitre sont aussi valables pour la courbe Hg 4, avec les modifications
appropriées. Notons que Hg , est Fy(t)-isomorphe & Hq1 = Hy.

5.1.2 Analyse de la mauvaise réduction

Soit d un entier premier & ¢, considérons la courbe Hessienne Hy définie sur K = Fy(t) par le
modele affine suivant :
Hy: Y?43t¢XY +Y =X3 (5.5)

Le discriminant de ce modele se calcule facilement (4 l'aide du formulaire rappelé en 1.1.2) :
A =333 - 1).

Pour toute place finie v de K, on voit que 0 < ord, A < 1: le modele (5.5) est donc entier et minimal
en v. Avec ce formulaire, on obtient aussi 'invariant j de la courbe Hy :

) 33t3d 9t3d -8 3
J(Ha/Fq(t)) = %

Ce dernier est une fraction rationnelle en ¢, de degré 9d > 0. En particulier, la courbe H,; ne peut pas
étre isotriviale car son invariant j n’est pas constant. On constate aussi que j(Hgy/F4(t)) est séparable,
au sens ou l'application rationnelle j : P! — P! correspondante est séparable.

Les places v de K = F,(t) en lesquelles Hy a mauvaise réduction sont exactement celles qui divisent
A. C’est-a-dire, d’une part les places v correspondant a ¢ € E, ol ( est une racine 3d-ieme de l'unité
(¢34 = 1) et d’autre part (éventuellement) la place v = oo.

Proposition 5.1.4. Soit d > 2 premier d q, on note m : Hq — P! le modéle régulier minimal de la
courbe Hy/K. Le morphisme 7 a les fibres singuliéres suivantes :

o Au-dessus des points v = € pza(F,) (i.e. (3¢ =1), la fibre =1 (v) est irréductible (de type I ).

e Env =00, la fibre 7=1(0c0) admet 9d composantes irréductibles arrangées en une configuration Igq.

Démonstration. Les points v de P! o la fibre 7= (v) est singuliere sont ceux qui annulent le discri-
minant A d’un modele de Hq/F,(t), vu comme un morphisme A : P! — P!. Comme annoncé, il n’y
a que le point oo € P! et les points v = (, ot ¢ parcourt les racines 3d-iémes de 1'unité (dans E)
Pour déterminer le type de singularité de la fibre de w en v, nous utilisons I’algorithme décrit par Tate
[Tat75] et expliqué en détail dans [Sil09, Chap. IV, §9].

e En v = ¢ (ou ¢ € usq(Fy)), le discriminant du modele (5.5) admet une racine simple en v et
I'invariant 7 de Hy; admet un pdle simple en v :

ordy—c A =1 et ordy—¢ j(Hq) = —1.

L’algorithme de Tate s’arréte a 1’étape 1 : la réduction de Hy en v est de type I;. La place v
correspondant & ¢ donne alors une contribution ord,—¢ Amin(Hq/K) = 1 au discriminant minimal
de Hg, une contribution ord,—¢ N (Hy/K) = 1 au conducteur et le nombre de Tamagawa local est
Cg(Hd/K) =1.
e Pour étudier la fibre en v = oo, commengons par faire le changement de variables ¢ = 1/u dans
(5.5), on obtient le modele (affine) suivant :
V2 4 3XY +u*Y = X3,

Ce dernier a pour discriminant A’ = 33u%¢(1 — u34) et ord,—¢ A’ = 9d. Par ailleurs, on a

ordy—o j(Ha/K) = ordi=co j(Ha/K) = — deg j(Ha/K) = —9d.
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Ainsi, 'algorithme de Tate s’arréte & nouveau a l’étape 1 : la réduction de Hy en t = oo (i.e. en
u = 0) est multiplicative de type Ig4. De plus, il est aisé de voir que les tangentes au point singulier
sur la courbe réduite sont a coefficients IF4-rationnels : la réduction est déployée. On en déduit que
la place v = oo contribue pour ord,—sc Amin(Hg/K) = 9d au discriminant minimal de Hgy, pour
ordy—oo N (Hg/K) = 1 au conducteur et que le nombre de Tamagawa local est coo(Hy/K) = 9d.

O

Résumons cette analyse dans un tableau :

Place Type de réduction | ord, Apin(Hg/K) | ordy N(Hg/K) | ¢o(Ha/K)

v=_
I, - 1 1 1
(¢ =1)
v =00 Iys déployée 9d 1 9d

Pour toute place v de P!, on a noté ord, Anmin(Hg/K) la valuation en v du discriminant minimal de
Hg, ord, N (Hy/K) la valuation du conducteur de Hy et ¢,(Hq/K) le nombre de Tamagawa local.

5.1.3 Calcul des invariants

A partir de 'analyse de la mauvaise réduction menée a la section précédente, on peut expliciter
les invariants de la courbe hessienne Hy.

Proposition 5.1.5. Soit d un entier premier d q, K = Fy(t) et Hq la courbe elliptique définie sur K
par (5.5). Celle-ci est de hauteur différentielle (exponentielle) :

H(Ha/Fq(1)) = q".
D’autre part, on a deg N'(Hq/Fy(t)) = 3d + 1.

Démonstration. Reprenons les informations contenues dans le tableau ci-dessus. Pour une place v
de K, on notera & nouveau F, son corps résiduel et d, = [F, : F,] son degré. Pour alléger, nous
notons simplement A, le discriminant minimal de H;/K (vu comme diviseur sur P!). On obtient
directement

deg Amin = Z d, - ord, Amin = doo - Ordy=co Arnin + Z dC ' Ordv:( Amin
v §3d=1
=1-9d+ Y d¢-1=9d+3d=12d.
¢3d=1

Le fait que Zggd:l d¢ = 3d suit de la remarque faite durant la preuve de la Proposition 4.1.4 (cf.
(4.3)). On en déduit I'expression annoncée pour H(Hg/F4(t)) car, par définition, H(Hgy/F4(t)) =
q(deg Amin)/12 T calcul du degré du conducteur N'(Hy/K) est trés similaire. O

Le calcul de deg N (Hy/ K) permet d’anticiper le degré de la fonction L de la courbe Hy : comme Hy
n’est pas isotriviale, L(Hd /K, T) est un polynome a coefficients entiers et la formule de Grothendieck-
Ogg-Raynaud (Théoréme 1.3.11) entraine que

degy L(Hq/Fy(t),T) = deg N (Ha/Fy(t)) + 4g(P') —4 =3d — 3 = 3(d — 1). (5.6)

5.1.4 Torsion et nombre de Tamagawa

Pour tout entier d premier & g, la courbe elliptique Hg sur K = Fy(t) n’est pas isotriviale. Les
Théorémes 1.5.2 et 1.5.4 montrent que, lorsque H(Hd/K) — 00, on a des bornes :

log Tam (Hq/K)

Hy(K ) <o 1 et
#Ha(Kiors <g 1 @ log H (Hy/K)

= o(1).

Ceci étant, dans la situation étudiée, on peut étre bien plus explicite : ci-dessous, nous précisons la
structure de Hg(K )gors €t donnons une borne effective pour log 7Tam (Hy/K).
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Proposition 5.1.6. Soit d un entier premier a q. Le sous-groupe de torsion du groupe de Mordell-Weil
de la courbe Hessienne Hq sur K = TF4(t) est comme suit :

Hy(K)ors = Z./3T.

Démonstration. Par construction, le point Py = (0,0) (donné en coordonnées affines sur le modele
(5.5)) est de 3-torsion et 2Py = —Py = (0,—1). On note T' = Hi(K )tors le sous-groupe de torsion
du groupe de Mordell-Weil de H,. D’aprés ce qui précede, on a (Py) C T et T contient au moins un
sous-groupe isomorphe & Z/37Z.

Pour toute place v de mauvaise réduction, on note G, le groupe des composantes de la fibre en
v du modele de Néron de Hy (voir [SS10, §7]). Le formulaire [SS10, Lemma 7.3] montre que, si v est
une place en laquelle la réduction de Hy est de type I,, (n € N*), on a G, ~ Z/nZ. Avec 'analyse de
la mauvaise réduction de H, effectuée a la Proposition 5.1.4, on voit qu’ici H'UlA Gy ~ G >~ Z/9dZ.
Or, d’apres [SS10, Corollary 7.5], il y a une injection de groupes T' < HU‘A Gy, de laquelle on déduit
que T est isomorphe & un sous-groupe de Z/9dZ. En particulier, T' est cyclique d’ordre N, un diviseur
de 9d. Comme T contient un sous-groupe isomorphe a Z/3Z, N est de plus divisible par 3. D’autre
part, la caractéristique p de K étant supposée étre > 5 et d étant premier & p, N est lui-méme premier
a p (en particulier Hy(K )iors @ une partie p-primaire triviale, ce qu’on aurait pu également démontrer
a laide de [Ulm11, Lecture 1, Proposition 7.3] car j(Hy/K) est séparable).

Fixons a présent un point Q € T C Hy(K) d’ordre exactement N. D’apres [KMS85], il y a une
courbe modulaire X; (V) irréductible définie sur F,, classifiant les couples (E, P) de courbes elliptiques
E munies d’un point rationnel d’ordre exactement N. Comme X;(NN) est un « espace de modules
grossier », la présence du point Q sur Hy implique I'existence d’un morphisme j’ : P* — X;(N). Ce
morphisme j' n’est pas constant, car Hy est non isotriviale, et j' est donc surjectif. Puisque le genre
de P! est 0, la formule de Riemann-Hurwitz implique que celui de X;(N) l'est également.

Or, le genre de X;(N) vaut 0 exactement quand N € {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12} (cf. [Ser97, §5.4]
ou [HS00, Theorem F.4.1.1]). Vu les restrictions sur N indiquées ci-dessus, on a donc N € {3,6,9,12}.
Pour compléter la démonstration, il reste & montrer que H;(K) n’a pas de 2-torsion et qu’il n’existe
pas de point P’ € Hy(K) tel que 3P’ = Py = (0,0). Un point P = (x,y) € Hy(K) est de 2-torsion si
et seulement si —P = P et ceci est équivalent a

4o + 91222 + 67 + 1 = 0. (5.7)

Six € Fy(t) est une solution de cette relation, alors « n’a pas de péle. Autrement dit = € F,[t] est un
polyndme en ¢ tel que x?(4z + 9t2?) = 6t? + 1. En particulier, 22 divise dans F,[t] le polynome 6t¢ + 1
qui, comme d est premier & p, n’a pas de facteurs carrés. Par suite, z est un polynéme constant, ce
qui est impossible au vu de la relation (5.7). Donc Hy(K) est sans 2-torsion et N = #T € {3,9}.
Supposons & présent qu’il existe un point Q = (u,v) € T d’ordre exactement 9, on peut choisir @ de
sorte que 3-Q = Py = (0,0). Un calcul facile mais fastidieux, a 1’aide de la formule de triplication (cf.
[Sil09, Chapter III, Exercice 3.7 (d)]), montre que u € F(t) vérifie

0=’ 4+ 30t + 1)u® + 3(3t% — t? + 3)u* + (3t +1)(3t? + 2)u® + 3(3t%¢ 4+t 4 1)u? + 6t%u + 1
ou 0=1u®—3(1 +tHu? + 3t%u + 1.

A nouveau, une fraction rationnelle u € F,(t) vérifiant I'une de ces relations ne peut avoir de pole; le
polynéme u € F[¢] vérifie donc

—1=nu(u® 4+ 3%+ Du* + 3(3t% — ¢4 + 3)u® + (3t + 1)(3t% + 2)u® + 3(3t>* + % + 1)u + 6t%)
ou —1=u(u?-3(1+ tHu + 3t4).

ce qui est contradictoire (car F,[t] est un anneau factoriel). Ainsi, il n’y a pas de point de 9-torsion
sur Hy(K) et 'on a bien N = 3. O

Proposition 5.1.7. Soit d > 1 un entier premier d q et Hq la courbe hessienne sur K =TF,(t). On a
'ﬁlm(Hd/K) = 9d.
Par conséquent, il existe des constantes ne dépendant que de q telles que

logd log Tam(Ha/K) logd
d " logH(Hq/K) " d°

Démonstration. Le calcul du nombre de Tamagawa Tam(H,/K) est une conséquence immédiate de la
Proposition 5.1.4 (¢f. le tableau synthétique qui la suit). L’encadrement annoncé en découle facilement.
O
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5.2 Fonctions L des courbes H,

Afin d’étudier le ratio de Brauer-Siegel des courbes hessiennes Hy/K, nous aurons besoin de
disposer d’'une expression suffisamment explicite de leur fonction L. Pour exprimer celle-ci, nous
reprenons les notations des Sections 2.1.2 et 2.1.3. En particulier, nous fixons un idéal premier ¢ de
7 au-dessus de p pour définir le caractére de Teichmiiller t : EX — @X. En outre, pour tout entier

. N ’ PN . By 7><
d > 2 premier a ¢, rappelons que 'on a défini a la Section 2.1.4 des caracteres t,, : IFun(m) — Q" dont
I'ordre divise 3d.
Une fois mises en place ces notations, nous pouvons énoncer :

Théoréme 5.2.1. Soitd > 2 un entier premier a q. La fonction L de la courbe elliptique « hessienne »
Hy sur K =TF,(t), dont un modéle affine est

Y24+ 3tXY +Y = X3,
s’écrit sous la forme :

L(HyF,0),T) = ] (1—tm(27)-jqu<m)(tm,tm,tm)-T“(m))
me0® (3d)

ou, O,(IB) (3d) désigne ’ensemble des orbites de Z./3d7Z ~ {0,d, 2d} sous l’action de q par multiplication,
u(m) est le cardinal de l'orbite m € (9,(13)(3d) et

jqu(M) (tm,tmatm) =+ Z tm(x)tm(y)tm(z)'
©,Y,2€F u(m)
rz+y+z=1

Nous attirons I'attention du lecteur sur le fait que les caracteres t,, de la Section 2.1.3 qui appa-
raissent dans ce Théoreme sont ceux dont I’ordre divise 3d (et non & d comme dans les autres chapitres
de ce manuscrit).

Ce théoreme semble nouveau. Pour la démonstration, nous utilisons des calculs élémentaires sur
les sommes de caracteres a partir de la série génératrice définissant L(Hd /K, T). Le coeur de la preuve
est le Lemme 5.2.5 oul nous écrivons ces sommes sous la forme de sommes de Jacobi. Le reste de la
présente section est consacré a la preuve du Théoréme 5.2.1.

Remarque 5.2.2. L’apparition de sommes de Jacobi dans la fonction L des courbes hessiennes peut
s’expliquer par voie « cohomologique ». En effet, le modéle régulier minimal Hg4 — P! de la courbe Hy
est (dominé par) un quotient de la surface de Fermat F34/F, (voir la Section 5.3.1) dont la fonction
zeta fait classiquement apparaitre les sommes de Jacobi (cf. [Weid9], [SK79] et [Yui94] par exemple).

Une analyse minutieuse de l'application rationnelle dominante F3; — Hq devrait d’ailleurs per-
mettre d’obtenir une autre preuve du Théoréme 5.2.1. Par exemple, en adaptant la preuve de [Ulm02,
Corollary 7.7] ou lanalyse de [Shi92, §2]. Notons que cette approche aurait 'avantage de fonctionner
en caractéristique quelconque (& part en caractéristique 3 ol la courbe Hy est singuliére) : la méthode
développée ici n’est pas valide en caractéristique 2.

5.2.1 Décompte de points

Entamons le calcul de la fonction L en « comptant » les points rationnels sur les réductions de
H, modulo les places v de degré [F, : Fy] < n de K. Soit d > 2 un entier premier & ¢, que 'on
considére comme fixé dans toute la suite de cette section. Pour toute place 7 € P!(F,), on note mT
la réduction modulo 7 d’un modele minimal et entier de Hy en la place v, de K correspondant a
7. En particulier, (Hg), est une courbe cubique plane, éventuellement singuliére, définie sur le corps

résiduel F,,. = F,(7). Pour toute extension finie Fg/F, et tout point 7 € P!(Fg), on note

A(T,Q) = Q + 1 — #(Hy). (Fg).

Pour pouvoir exprimer A(7,Q), il nous faudra disposer d’'un « bon » modele de (Hy), :
Lemme 5.2.3. L’équation affine
H): Y?=X349t%X? 1 24t7X + 16 (5.8)

détermine un modéle entier de la courbe hessienne Hy. Celui-ci est minimal en toute place v # oo de
K =T, (t).
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Démonstration. Partons du modele de Weierstrass (5.5) : en coordonnées affines (X,Y’), la courbe

hessienne est donnée par
V2 +3t9XY +Y = X5,

Aprés le changement de variables (X1,Y1) = (X,Y + (3tX +1)/2), ce modele devient :

9t 3t 1
YZ=X3+ —Xl — X1+ -
2 4
On ajuste alors I'échelle, i.e. poser (Xo,Ys) := (22X1,23Y]) et 'on a
YE = X3+ +9t21X2 + 24t X + 16.
Ce dernier modeéle a pour discriminant A’ = 2233 . (3¢ — 1). 1l est donc entier (car les coefficients
sont des entiers de K) et minimal en toute place v de K sauf en v = oo (car 2!23% est une unité dans
tous les corps résiduels de F,(t)). O
Prouvons alors I'identité suivante :
Proposition 5.2.4. Soit Fq/F, une exstension finie. Alors
Z A(TaQ) = - Z X(27) jQ(XaX?X)a

TEPH(Fq) X€EZ(3d,Q)

ot la somme porte sur l’ensemble suivant de caractéres de Fé :
—X
Z(3d,Q) := {X:IFCX2 —-Q ’ =1, *# 1}.

Démonstration. Soit T € P!(Fg), on suppose que T # 0o et on note a nouveau (Hy), la réduction de
H,; en 7. C’est une courbe projective, dont un modele affine est (¢f. Lemme 5.2.3) :

(Hq).: Y?=X34+9t%X2 4 24t7X + 16.

Dans un premier temps, dénombrons le nombre de points Fq-rationnels sur (Hy), : il y a déja le point
a linfini [0 : 1 : 0], puis on utilise le Lemme 2.2.1 pour compter les points affines :

#(Ha),(FQ) =1+ #{(z,y) €Fp | y* = 2° + 9r°%® 4 247% + 16}
=1+ > #{yeFq |y* =" +9r%2? + 247 + 16}
z€Fg

=14 > (14 p(2®+97°%° + 247% + 16))

x€Fg
=Q+1+ Y p(2®+9r%2% + 24r% + 16) .
z€Fq
Par suite, pour tout 7 € P!(Fg) \ {oc}, on a
A(T,Q) = — Z (2% + 97222 4 247% + 16) .
z€Fg

En la place 7 = oo, la courbe Hy a réduction multiplicative déployée (c¢f. Proposition 5.1.4) : on a
donc A(co, @) = 1. Enfin, nous aurons besoin de séparer le terme correspondant & 7 = 0 : la courbe
H, a bonne réduction en 0 et le calcul ci-dessus montre que

A0,Q) =~ > pu(2®+16).

zclFq

On somme alors ces quantités sur 7 € P}(Fg) et I'on sépare les termes correspondant a 7 = 0 et

7 = 0o. On réindexe ensuite la somme par v = 71, on obtient :

> A(,Q) = A(0,Q) + A(0,Q) + Y A(r,Q)

TeP(Fq) Tery

= A(00, Q)+ A(0,Q) + Y A(v~

WEFX

A(00, Q) +A(0,Q) = Y > p(a® + 977 %a” + 2472 + 16) .

veF ©€Fq
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Manipulons alors la double somme pour se débarrasser des puissances négatives de v € Fé et faire
apparaitre des puissances multiples de 3d :

Z Z p(z® + 9y 2% + 24y 742 + 16) = Z Z p(Yh (23 + 9y~ 22?4+ 247792 + 16)

yer} ©€Fq ver} ©€Fq
= > > ul( 3+ 9(y%2)? + 24934 (v2dz) + 167°9)
v€F z€lfq
— Z Z H(I/3+9x/2+2473d /+16’}/6d)
,),E]Fs z'€Fg

ot 'on a posé &’ = v2%x pour tout v # 0. On a alors

Z Z ,u(x's+9I/2—|-24’y3d1‘/+16”y6d) :ZILL(I/JJ’-QIQ+24’}/dd.’£,+16'}/6d>— Z ‘LL(.'I?/3+9I/2)
¥#0 z'€Fg v,z z’'€Fg

ou

Z (2" +92"%) = Z () (2 +9) Zu —u(9) = —1.

z'€Fq z'e€Fq z'#0

Nous pouvons maintenant utiliser le Lemme 2.2.2 et « réindexer » la somme sur v € Fg :

Z Z (2 + 927 + 247342 + 16°7) Z Z x(2) Z p (2" 4 92 + 2422’ + 162%)

’YE]FQ I/G]FQ ZE]FQ X?’dzl I/EFQ

Z Z Z (2" 4 92" + 2422’ + 162%) | |

x3i=1 \z€Fq z’'€Fq

la somme portant sur ’ensemble des caracteéres x : Fg — @X dont la puissance 3d-ieme est triviale.

N X
Pour un caractére quelconque Yy : IFE? — Q" , définissons donc

Z Z x + 922 +24za:+16z)

z€Fq x€Fq
Tachons & présent d’identifier ces sommes Mg (x) sous la forme de sommes de Jacobi :

Lemme 5.2.5. Soit x : IF‘Z2 — @X un caractere quelconque. Alors :

st x est trivial,

0
Mabo = {xm) Jebuxx)  sinon.

Pour clarifier 'argument, nous remettons la preuve de ce Lemme a la Section 5.2.2 ci-dessous.
En tout état de cause, avec le calcul qui précede, si 'on applique ce Lemme aux caracteéres dont la
puissance 3d-ieme est triviale, nous parvenons a

Y AmQ) =A0,Q) + A0, Q) — Y. Y u(a® + 977 4 24779 + 16)

T€P (Fq) veFy #€Fq

=A00,Q) + A0, Q) — [ 14+ D > p(a®+ 97722 + 24y + 16)

yeFg x€Fg
= A(0,Q) + A(00,Q) = 1= > Mo(x)
x3d=1
Yt

car A(00,Q) = 1. Pour conclure la preuve de la Proposition 5.2.4, il nous faut donc comprendre le
terme A(0, Q) :
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Lemme 5.2.6. Soit £ : Fé — @X un caractére non trivial d’ordre 3, s’il en existe. Alors on a
A(0,Q) —£(27) - jo(&,6,6) — €2(27) - jo(£%,6%,6%) = 0.
S’il n’existe pas de tel £, on a A(0,Q) = 0.

Démonstration. Supposons d’abord qu’un tel £ existe (ce qui est équivalent a supposer que 3 | ¢ — 1).
Alors €-&-& =1 et un calcul classique de sommes de Jacobi (évoqué & la Proposition 2.2.7, ¢f. [IR90,

Chap. 8, §6, Corollary 2]) implique que jo(&,&,&) = —&(—1) - (—jo(&, &) =&(—1) - jo(&, ). Le méme
résultat vaut lorsque € est remplacé par £2. Puisque £(27) = £(3%) = 1, il vient
£(27) - JQ(&,6,6) + £2(27) - j@(€2,62,6%) = £(-1) - jo(&,6) + £ (=1) - jo(&2,€?).

D’autre part, d’aprés le Lemme 2.2.2, on a

A0,Q) = Y u(a® +16) = > (1+£&(y) +£2(y) - uly + 16)

z€lFg yeFq
= > uly+16)+ > &) - py+16)+ > (y) - ply + 16)
y€Fq y€EFqg y€Fg

=0—&(-16) - jo(& p) — €3(=16) - jo (&, 1)
= —&(—4°) - jo(& ) — (—4) -jo(&,€?)
= —£(-1) - j(& &) — € (-1) - jo(£%,€%).
On a donc A(0,Q) — £(27) - jq(§,&,€) — £2(27) - jo(£%,€%,€%) = 0.
Supposons a présent qu’il n’existe pas de tel caracteére £ : alors 3 ne divise pas ¢ — 1 et 'application

1 x — 3 est une bijection du groupe cyclique IF7, qui se prolonge en une bijection ¢ : Fy — Fy. On
peut ainsi « réindexer » la somme A(0, Q) :

—A(0,Q) = > pu(=® +16) = > p(v(z)+16) = Y p(z+16) =0.

z€F, z€F, z€F,
La derniére égalité vient du fait que p n’est pas le caractére trivial. O

Gréce a ce résultat, nous pouvons finalement réécrire la somme ZTEPI(FQ) A(1, Q) sous la forme
souhaitée :

Y AFmQ) =A(0,Q) = > x(27) il x:X)

TEPL(Fq) x3l=1
x#1

=— Y x2D el xx):
N
xA1L,x°#1

1l reste & définir, comme dans ’énoncé de la Proposition, ’ensemble Z(3d, Q) des caractéres non

triviaux x : Fé — @X dont la puissance 3d-iéme est triviale et tels que x® # 1. Nous avons bien
obtenu ’expression annoncée a la Proposition 5.2.4. O

5.2.2 Preuve du Lemme 5.2.5

Soit x : Fa — @X un caractere quelconque, on a posé

=D D x(@)n(@® + 9% + 24z +1627)

z€Fq x€Fq

et l'on doit montrer que Mg () s’écrit comme une somme de Jacobi si x n’est pas trivial (et Mg(1) =
0). Nous n’utilisons cette identité que dans le cas ou lordre de x divise 3d.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que, pour tous z,z € Fg, on a

2% 4+ 922 + 2420 + 1622 = 23 + 3z + 42)2.
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Ainsi, si l'on pose (u,v) = (z,3z + 4z) (c'est-a-dire z = u et z = *=3*), on peut réindexer la double

somme Mg () de la fagon suivante :

Mo() = 3 3 x(a)p (2% + 922 + 2420 +162%) = S 3 x(2)u (2% + (32 + 42)°)
ZG]FQ %G]FQ ZG]FQ EE]FQ
v —3u 3 5 )
=3 Y () r ) =x@ Y D x - Bupp (u +0?).
’IJ,GIFQ ’UG]FQ UEFQ ’UGIFQ

Pour traiter cette double somme, on met a part les termes avec « u = 0 » des autres, pour lesquels on
écrit « v = uw ». On utilise & nouveau le fait que u(v)? = 1 pour tout v # 0 :

Z Z (v —3u) (u3+v2)zz +ZZ (uw — 3u) (u +u2w2)

uekqvefq vEFq u#0 weFg
=S x @+ 3 Y xwxw - 3u(w)n (u+ w?)
v#0 u#0 weFq
=D x(@+> > x(wx(w—3)u(u+w?).
v#0 u#0 weFqg

Pour expliciter le terme a droite, considérons la somme auxiliaire suivante :

= > > x(wx(w=3) (14 p(utw?)).

u€Fq welFqg

D’une part, grace au Lemme 2.2.1, on a

Sot) = > > xwx(w-3)-#{teFq | t* =u+uw?}

u€Fq welFqg
=3 Y xx(w-3) #{teFq | u=(t—w)(t+w)}
u€lFg wekFqg
=Y >« x(t 4+ w)x(w — 3).
teFo weFg
On réindexe cette double somme en posant (z,y,z) = (T_t, “’Tt, 3_?“’) de sorte que x +y+z=1¢et

w=3(x+y), t=3(y —x) : on obtient

=30 3T Xt - w)x(t +w)x(w — 3) = X(=Gx(B)x(-32)

teFg weFqg T+

=x(3%2%) - Y x@x@x(z) = x(38*-4) - jo(x: x; X)-

rz+y+z=1

D’autre part, on peut exprimer S (x) en fonction de la somme que nous voulons expliciter :

00— X 3wt =) (14 o)

u€Fq welFqg
=3 xwxw=3)+ > > xwx(w—3)u(utw?)
UGFQ ’LUEIFQ uGFQ ’wE]FQ
= Zx(u) Z (w—3) +ZZ —3)p (u+w?)
uE]FQ wE]FQ UGFQ wE]FQ
2
=1 Y x| + >0 > xwx(w-3)u(u+w?).
veFg u€Fq weFq

L’examen de la somme auxiliaire S5 (x) nous a ainsi permis de démontrer l'identité :

D) xwx(w =3 (utw?) = x(4-27) - jelex. ) — | Y x(v)

u€lFg welFg veEFg
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Réutilisons donc celle-ci dans le calcul de Mg(x). Supposons d’abord que x n’est pas le caractere
trivial (auquel cas . x(v) =0). On a

Z Z (v —3u) (u3+v2)

ucFq velFg
YA x @) +x@) D Y x(w)x(w = 3)p (u+w?)
v#£0 u#0 weFq

=0+X(4) - x(4-27) -jo(x %) —X(@) | Y x(v)

ce qu’il fallait démontrer dans ce cas. Si a présent x est le caractére trivial, on trouve que

1)=1(4 Z Z (v—3u)p (u +v2):(Q—1)+1-Z Z 1(u)1(w —3)p (u + w?)

u€Fg veFg u#0 weFq

Q-D+> | D u(w +u) | =@Q-1)+(@Q-1)-(-1)=0.

u#0 \weFqg

Ce qui termine la preuve du Lemme 5.2.5. O

5.2.3 Réindexation des caractéres
Pour toute extension finie F,» /F,, la Proposition 5.2.4 nous permet d’écrire

SOAlng == > X@7) e (X 0)s

TEP! (Fyn ) X€Z(3d,q™)

la somme portant sur I’ensemble de caracteres suivants :
Z(3d,q") := {X (o — Q" ‘ =1, \3# 1} i

Nous sommes & présent en mesure d’exprimer la fonction L de la courbe Hy sous la forme d’un
produit. Par définition de la fonction L comme produit eulérien (c¢f. Lemme 1.3.15), on a lidentité
formelle :

TTL
log L(Hy/Fq(t Z S A | —.
n=1 \7€P!(Fyn) "

Ce que 'on peut réécrire ici sous la forme :

n

log L(Ha/F(t Z D x@D e (o) |

XEZ(3d,q™)

Au membre de droite, on reconnait une somme du type étudié a la Section 2.1.4 (et plus particuliere-
ment & la Proposition 2.1.15 avec ¢ = 3). Plus précisément, pour toute extension finie Fg /F, et tout

N o e —X
caractere non trivial x : ]F5 — Q", on pose

a(x, Q) = x(27) - jo (X X, X)-

On peut montrer que cette donnée satisfait aux hypotheses de la Proposition 2.1.15 (avec £ = 3 et
K =1). En effet, si Fgs /Fg est une extension finie supplémentaire et que X Fés — @X désigne

I’extension de x : ]FZ2 — @X via la norme N, /r,,, comme les sommes de Jacobi vérifient une relation
de Hasse-Davenport a l'ordre K = 1 (Théoreme 2.2.20) et que 27 € F, C Fg, on a

(X, Q%) = x(27) - jo: (X, X', X)) = x(27)* - (jo(x: x. X))° = (0(x, Q))° .

D’autre part, o(x, @) est, & multiplication par x(27) preés, une somme portant sur des éléments de
Fgo xFq (par définition des sommes de Jacobi). Or, cet ensemble Fg xF¢ est permuté par Papplication
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x+— 9 : on a donc o(x9, Q) = o(x, Q). Les deux hypotheses de la Proposition 2.1.15 sus-mentionnée
sont donc vérifiées (avec £ = 3 et K = 1) et 'on en déduit que

N : T L
o0 2 x@detexxn)| = Y —log (1 — 0 (b, g™ - T >) :
n=l \xeZ(3dan) meo® (3d)

Dans cette derniere identité, (’)513)(3d) désigne I’ensemble des orbites m de Z/3dZ~{0} sous 'action
de ¢ par multiplication, duquel on a retiré les orbites {d} et {2d}. Par suite, on a

log L(Hqa/Fy(t),T) =log | ] (1 (b, ") - Tu(m))
me0® (3d)

D’ou ’'on tire que

L(HyF,1),T) = ] (1fg(tm,qu<m>).Tu<m>)_
me0? (3d)

Et ceci termine la preuve du Théoréme 5.2.1 car o(t,,, ¢“("™)) = t,,(27) “Jquem) (b o, t1) pour toute
orbite m € 033)(3d).

Remarque 5.2.7. La fonction L obtenue est bien un polynoéme & coeflicients entiers, de degré cohérent
avec (5.6). On peut 'expliciter encore plus lorsque 3d divise ¢ — 1 = #IF, : en effet, il existe dans ce

cas un caractere xo : F' — @X d’ordre exactement 3d et action de ¢ par multiplication sur Z/3dZ
est triviale; la fonction L de Hy s’écrit donc

3d
L(Hy/Fy@).T) = TT (1=3a0dxdixd) - T).
jHdzd

5.3 Rang et valeur spéciale de H,

5.3.1 Conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer pour H,

Pour démontrer que Hy vérifie les conjectures de Birch et Swinnerton-Dyer, nous appliquons le
résultat de Shioda (Théoréme 1.4.15) que nous avons rappelé a la Section 1.4.4.

Théoréme 5.3.1 (Shioda). Soit Fy un corps fini de caractéristique p > 5. Pour tout entier d > 2,
premier ¢ p, on considére d nouveau la courbe elliptique Hessienne Hy sur K = TF4(t), dont un modéle
affine est :

Hy: Y?4+3t°XY +Y = X3,
La courbe Hy/K vérifie la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer (Conjecture 1.4.1). En particulier,

son groupe de Tate-Shafarevich I(Hy/K) est fini et le ratio de Brauer-Siegel Bs(Hy/K) également.

Démonstration. Soit d un entier premier & la caractéristique p > 5 de K = Fy(t), on définit f €
F,[t,X,Y] par

f&X,Y) =Y2+3tXY +YV - X3 =1-4XY2 + 3. t4XY +1-°X°V — 1-1°X3Y°,

Le polyndme f est une somme de quatres mondmes non nuls. Montrons qu’il satisfait la condition de
Shioda : on associe a f la matrice de ses exposants

-1
—-1-d

0 )

-2

Ay =

S O o
w o = o
S = =N

dont le déterminant est det Ay = —3d, de sorte que d(f) = 3d mod p. En particulier d(f) # 0 mod p
(car p = 5 et d est premier & p) et f satisfait effectivement la condition de Shioda.

Or, la (partie affine de la) courbe Hy/K est définie comme ’ensemble des zéros de f dans A%/K.
Donc Hy/K vérifie la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer (Théoréme 1.4.15). O
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5.3.2 Rang et valeur spéciale

En combinant ’expression explicite de la fonction L avec la conjecture de Birch et Swinnerton-
Dyer, il est dorénavant possible d’obtenir une expression « combinatoire » du rang du groupe de
Mordell-Weil H;(K) d’une part et une formule fermée pour la valeur spéciale L*(Hy/K,1) d’autre
part. Soit d > 2 un entier premier a la caractéristique de K = Fy(t). On a démontré (Théoréme 5.2.1)
que la fonction L de la courbe Hessienne H, s’écrivait sous la forme d’un produit :

L(Hy/F,1).T) = ] (1 — £ (27) gt (b By ) - Tu<m>) .
meol® (3d)
Nous sommes donc naturellement conduits a poser la définition suivante :

Définition 5.3.2. Pour tout entier d > 2, premier a ¢, on pose :
2,(34) i= {m € OP (@) | 6m(27) Jyuto (b bms ) = "0}

ainsi que V; (3d) := (’)((13)(d) N Z,(3d).

Utilisons alors les techniques développées a la Section 3.1 : on obtient directement les deux propo-
sitions ci-dessous.

Proposition 5.3.3. Soit d > 2 un entier premier d q et K = Fy(t). Le rang du groupe de Mordell- Weil
Hy(K) de la courbe Hessienne s’exprime sous la forme :

rang Hy(K) = #2,(3d) = {m € 0P (d) | tm(27) - gucon (bt tn) = 4" .

Démonstration. D’aprés la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer (Théoréme 5.3.1), expliciter le
rang du groupe de Mordell-Weil Hy(K) revient a calculer 'ordre d’annulation de L(Hd/K , T) en

T = ¢ '. Pour simplifier, notons L(T) = L(Hq/K,T) € Z[T] et pour toute orbite m € Oég)(Sd),
posons Q(m) := t,,(27) - juem) (b, tim, tn). D’apres le Lemme 3.1.4 (voir aussi I'Exemple 3.1.9), on a

ordry1 L(T) = #{m € O (3d) ( Qm) = ¢“ } = #2,(34).
Comme annoncé, rang Hg(K) = ordp_,—1 L(T) = #2,(3d). O

Proposition 5.3.4. Avec les mémes hypothéses et notations, la valeur spéciale L* (Hd/K7 1) de la
fonction L de la courbe Hessienne Hy s’écrit

L* (Hd/K, 1) _ H w(m) - H (1 B t.,(27) 'jqu(m) (tm7tm,tm)) '

qu(m)
meZ,(3d) meVy(3d)

Démonstration. Une partie de ce calcul a été faite & la Section 3.1.3. Notons (¢f. Proposition 5.3.3) :
7 = ordp_,—1 L(Hd/K, T) = #2Z,(3d).
Si, pour toute orbite m € (’),(13)(3d)7 on pose
Q(m) = t,,(27) 'jq“(m> (b by tn) €t g (T) =1—Q(m) - TU(m)’
on a L(Hd/K, T) = Hmeoff)(Sd) Im
De ceci et de la Proposition 5.3.3 ci-dessus, on déduit que
L(Hd/KvT) _ L(Hd/KvT) _ H gm(T) . H (T)
(1—qT)" (1 —qT)#203D it

1—4T
meZq(3d) meZ,(3d)

(T). Par construction, g,,(¢~!) = 0 si et seulement si m € Z,(3d).

Pour expliciter la valeur spéciale L* (Hd/K, 1), il s’agit d’évaluer cette expression en T = ¢~ ! (cf.
Définition 1.3.12). On arrive immédiatement a 1’égalité donnée dans 1’énoncé de la Proposition. [

Comme la courbe Hy/K satisfait a la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer (Théoréme 5.3.1),
on a par ailleurs,
#11(Hy/K) - Reg (Ha/K)

q
(#Ha(K )ions)” Tam(Ha/K) - H(Hy/K)

Tous les termes du membre de droite sont des nombres rationnels strictement positifs, il en est donc
de méme de L*(Hy/ K, 1).

L*(Hg/K, 1) =
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5.3.3 Un résultat de rang non borné

Nous pouvons démontrer, au passage, un résultat de « rang non borné » pour la famille des courbes
Hessiennes sur K = F,(¢).

Proposition 5.3.5. Supposons que Fy est un corps fini de caractéristique p > 5 tel que ¢ = 2 mod 3.
Lorsque d parcourt I’ensemble des entiers premier a p, le rang des courbes Hessiennes Hy définies par
le modéle (5.5) sur K =F,(t) n’est pas borné :

limsup rang Hy(F,(t)) = +oc.
pged(d,q)=1

Donnons une preuve élémentaire de ce fait : c’est un corollaire rapide de la Proposition 5.3.3 et
du Théoréeme de Shafarevich-Tate (Théoréme 2.4.4). Pour le moment, nous ne savons pas comment
traiter le cas ou ¢ = 1 mod 3 par cette approche. Toutefois, remarquons que cette proposition est en
fait un cas particulier de [Ulm07b, Theorem 4.7] et ce, indépendamment de la congruence de ¢ modulo
3 (on peut également consulter [Ulm11, Lecture 4, Theorem 3.1.1] et [Ber08, Theorem 4.2]).

Démonstration. Il s’agit de trouver une famille infinie d’entiers d premiers a ¢ tels que la fonction
L(Hd/K , T) s’annule avec une multiplicité non bornée en T = ¢~! (car la conjecture de Birch et
Swinnerton-Dyer est vraie pour Hy). Reprenons les notations introduites ci-dessus. Pour tout entier
N € N*, on pose ey = ¢*V +1 (un entier pair et premier & ¢). Comme 3 divise ¢ —2, on a ey = 23V +
1 = 0 mod 3. Soit alors dy = en/3 = (¢*N + 1)/3, dx est un entier premier & q tel que 3dy divise
¢*N + 1. Le Lemme 2.4.1 montre que l'ordre de ¢ modulo dy vérifie o,(dn) < 04(3dy) < 6N.

Comme 3dy divise ¢°N + 1, on peut alors utiliser le Corollaire 2.4.6 du Théoréme de Shafarevich-
Tate (Théoréme 2.4.4) : pour toute orbite m € (9513)(3d1\/), on a

tm(27) . jqu(m) (tm7 tmy tm) = qu(m,) .
Par suite, comme le rang de Hy/F,(t) est donné par #Z,(3d) (c¢f. Proposition 5.3.3), on a

VN € N*, rang Hy, (Fy(t)) = #2,(3dn) = #03) (3dn) = #0P (en).

On peut maintenant donner une minoration de #053)(6 N) : comme, pour tout diviseur d’ > 3 de ey,
on a o4(d") < o4(en) < 6N, on obtient :

@ = ) 1~ en—9(2)—6(3) _ ew—3
OV = 2 @) Z ey 2 ) Z N
d'|e d'|len
d'>3 d'>3
Or,pour N > 1, on a
logdy =log(en/3) = 3N -logq —log3 > (3N — 1) -loggq > 2N -logq.

D’ott 'on tire que

eN — 3 3dN -3 dN
raﬂngN(Fq(t)) Z 6N Z 3 . log d 4 lOng’
logq

la constante implicite ne dépendant que de g. La quantité a droite de cette inégalité tend vers +oo
lorsque N — oo. Donc le rang de Hy,, (K) n’est pas borné lorsque ¢ = 2 mod 3. O

Dans la situation décrite dans la preuve ci-dessus, la Proposition 5.3.4 implique que la valeur
spéciale L*(Hg, /K, 1) est un entier car Z,(3dn) = (9,(13)(3dN) :

L*(Hay /K1) =[]  u(m)eN~.
me0® (3dy)

Par suite, on a log L*(Hy, /K, 1) > 0. Auquel cas, toujours sous les hypotheses de la Proposition 5.3.5,
on a

Bs(Hyy /K, 1) > 1+0(1) (N — oo).

Dans le cas général, nous estimerons le ratio de Brauer-Siegel des courbes Hessiennes Hy a la Section
suivante.
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5.4 Ratio de Brauer-Siegel des courbes Hessiennes

Dans cette derniére section, nous utilisons les résultats démontrés ci-avant pour étudier le ratio de
Brauer-Siegel des courbes Hy. Le résultat principal de ce chapitre est le suivant :

Théoréme 5.4.1. Soit F, un corps fini de caractéristique p > 5 et K = Fy(t). Pour tout entier d > 2,
premier a q, on considére la courbe elliptique Hessienne Hy sur K, dont un modéle affine est donné
par :

Hy: Y?4+3t°XY +Y = X3,

Lorsque H(Hy/K) — oo (i.e. lorsque d — c0), le ratio de Brauer-Siegel Bs(Hq/K) admet une limite
et celle-ci est 1 :
Bs(Hy/K) — 1
pged(d,q)=1
d—4o00

Notons que ce résultat est inconditionnel car la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer est vraie
pour Hy (Théoréme 5.3.1). Le raisonnement est de méme nature que celui effectué a la Section 4.4 du
Chapitre 4 pour les courbes de Legendre.

5.4.1 Plan de ’argument

Plagons-nous sous les hypotheses du Théoréeme 5.4.1. Comme la courbe Hy vérifie la conjecture de
Birch et Swinnerton-Dyer (c¢f. Théoréme 5.3.1), on peut utiliser la relation entre ratio de Brauer-Siegel
et valeur spéciale (démontrée & la Proposition 1.6.4 de la Section 1.6.3) : lorsque d — oo,

log L* (Ha/K, 1)

Bs(Hy/K) =1+ log H (Hy/K)

o(1). (5.9)

Pour obtenir la limite de Bs (Hd /K ) promise au Théoreme 5.4.1, il reste donc a encadrer la valeur
spéciale L* (Hd/K, 1). Plus précisément, il s’agit de démontrer :
— une majoration :
log L* (Hq/K, 1)

log 1 {14/ K) < 0+o0(1) (d — 0).

Celle-ci est relativement aisée a prouver (Proposition 5.4.2).
— ainsi qu'une minoration :

log L*(Hy/K,1
M>0_0(1) (d — 0),
log H (H /K )
qui est plus délicate a obtenir (cf. Proposition 5.4.3).
La preuve de ces deux inégalités occupe le reste de cette section. Notons deés & présent que la conjonction
de celles-ci et de (5.9) donne bien le Théoréeme 5.4.1 pour la famille des courbes Hy :

1—0(1) <Bs(Hy/K) <1+0(1) (d — o0).

5.4.2 Majoration de la valeur spéciale

Proposition 5.4.2. Soit d > 2 un entier premier a q. Lorsque d — 0o, la valeur spéciale L* (Hd/K, 1)
de la fonction L associée d la courbe hessienne Hq/K admet la majoration suivante

log L*(Hy/K, 1
s L (Ha/I L) oy (4 o0).
log H(Hy/K)
Cette majoration est une conséquence directe du théoréme plus général [HP16, Theorem 7.5] qui
donne une telle majoration pour la valeur spéciale de la fonction L de toute variété abélienne A/K
(en termes du degré du conducteur de A/K plutot que de la hauteur de A/K). Malgré tout, les
outils développés a la Section 3.1 permettent d’obtenir de fagon élémentaire une version explicite de

la Proposition 5.4.2 :

log L* (Ha/K, 1) o log log(3d)

log H(Hy/K) ~° log(3d) (d = o0),

ou ¢ > 0 est une constante explicite et absolue, que 1’on peut choisir < 45. Il nous semble donc que
la preuve ci-dessous a son intérét.
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Démonstration. D’apres la Proposition 5.3.4, la quantité a étudier est

LK) = [ utm)- ] (1_tm(”)'«iqwm(tmvtm,tm)),

meZ,(3d) meVy (3d)

ot les ensembles Z,(3d) et Vy(3d) ont été définis a la Section 5.3.2. La Proposition 3.1.8 (avec K = 1)
implique immédiatement qu’il existe une constante absolue C' > 0 (qu’'on peut prendre < 5) telle que

~3d - loglog(3d)

log L*(Ha/K,1) < 3C -logq log (3d)

Ce qui donne ici, en rappelant que H(Hd/K) =q4,

log L*(Hy/K,1) <3C logg

3d - loglog(3d) 1 < loglog(3d)
log H(H4/K) log(3d) d-logq log(3d)

=o(1).

Ceci termine la preuve de la Proposition et de sa version plus fine mentionnée sous 1’énoncé. O

5.4.3 Minoration de la valeur spéciale

Passons a présent a la preuve de la minoration de L* (Hd /K, 1) dont on a besoin pour achever la
preuve du Théoreme 5.4.1. Nous utilisons les outils de la Section 3.2 et obtenons :

Proposition 5.4.3. Soit d > 2 un entier premier a q. Pour d — oo, la valeur spéciale L* (Hd/K, 1)
de la fonction L associée d la courbe hessienne Hq/K admet la minoration suivante :

log L* (Hy/K, 1
g L'(Ha/K 1) oy (4= o0).
log H(Hy/K)
Autrement dit, la valeur spéciale L*(Hq/K,1) est « asymptotiquement presque entiére » au sens
suivant : comme L*(Hy/K,1) est la valeur en T = ¢~ d’un polynéme L*(T) a coefficients entiers et
que cette valeur est non nulle, il existe certainement des entiers By € N* et wy € N tels que
Bg

L*(Hq/K,1) = s

L’énoncé de la Proposition affirme alors que wg = o(d) ; en mots, I’exposant de g dans le dénominateur
de L* (Hd /K, 1) devient petit (devant d) lorsque d est grand. Rappelons également que nous avons
donné des exemples de valeurs explicites de d € N* pour lesquels L*(Hy/K, 1) est un entier (voir
Section 5.3.3).

Démonstration. En premier lieu, remarquons que dans 'expression de L* (Hd/K , 1) obtenue a la
Proposition 5.3.4, le terme Hmezq(3d) u(m) est un entier positif. On peut donc écrire :

) tm(27) j u(m) (tmgtmvtm)
log L*(Hg/K.1) =log ] u(m)+log ]] (1 - o
mez, (3d) mev; (3d) q

£ (27) - Joucom (S s b
> log 1+ log H (1 - CT) 3y (u()wg) )>
meVy (3d) q

tm(27) 'jqu(m) (tmatmatm)
>log ] )(1_ pIeD) ' (510

Pour minorer log L* (Hd/K, 1), il s’agit donc d’estimer le produit apparaissant dans (5.10) : & cette

fin, nous utilisons les résultats de la Section 3.2. Pour toute orbite m € (9((13)(3d), on pose & nouveau
Q(m) = tm (27) ' jq“("”) (tﬂh tm7 tm)

On dispose d'un ensemble d’orbites V;(3d) C (9513)(3d) telles que Q(m) # ¢“("™). Vérifions que cette
donnée satisfait les hypotheses (i), (ii) et (iii) de la Section 3.2.1 :
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(i) Pour toute orbite m € V;(3d), on a Q(m) € Q(Car) C Q(Ca), out d' = d/pged(d,m). Clest
immédiat car le caractere t,, : F;u(m) — @X est d’ordre d’. Comme m # 0,d,2d, on a d’ > 3.

En outre, notons que |Q(m)| = ¢“(™ dans tout plongement complexe de Q((a) (cf. Proposition
2.2.7).

(ii) Pour toute orbite m € V;(3d) et tout a € (Z/dZ)*, notant o, € Gal(Q(¢a)/Q) I'automorphisme
correspondant & a, on a

ga(2(m)) = Qa - m).
C’est une conséquence directe de Iaction galoisienne sur les sommes de Jacobi (Lemme 3.3.8).

(iii) Enfin, par construction de V;(3d), le produit

I (-5)

meVy (3d

est rationnel strictement positif. En effet, la valeur spéciale L* (Hd /K, 1) est rationnelle et stric-
tement positive et 'on a

1 (1_Q(m)) L*(Hy/K,1)

mev: (3d) ¢ ) Ilnez,@a w(m)

Nous sommes donc en mesure d’appliquer le Théoreme 3.2.2. Avant d’en donner le résultat, rappelons
quelques notations. Pour tout diviseur d’ > 3 de 3d, on note Ky = Q({u) le d’-iéme corps cyclotomique
et p’ I'idéal premier de K sous B C Z. On identifiera encore Gal(K g /Q) & (Z/d'Z)* comme ci-dessus
et Pon notera Gy = (Z/d'Z)*, (p)a et {(q)a les sous-groupes de Gy engendrés respectivement par p
et ¢q. Définissons alors

10t ’ Ordp' Q (?T(’im,)

= . 1-—2 - .

w'(d") :== o04(d") E max {O, oa(d) - [Fy - F)]
m’GGd//(q> ’

Le Théoreme 3.2.2 donne que

£ (27) - Jguim (b, b, t
og ] (1— m(27) *dgm (b b m))>—10gq.zw’(d’). (5.11)

q“(m)
meVy(3d) d’|3d
d'>3

1l nous faut majorer les quantités w’(d’) pour tous les diviseurs d’ > 3 de 3d. Pour ce faire, il faut

d’abord expliciter les valuations p’-adiques ord, (%m’ ) A cet effet, définissons une fonction en

escaliers F : [0,1] — R par

2 siyel0,3]
Fly)=41 siyell 2]
0 siye}%,l}.

Lemme 5.4.4. Pour tout diviseur d’ > 3 de 3d, la quantité w'(d") s’écrit

w'(d') = o04(d) - Z max 0,/01F(t)dt_#<;>d/ Z F({ng'ﬂ})

m'€Gy [{q) TE(P) ar

Démonstration. Pour la durée de la preuve, on note § = o,(d’) = #(q)ar et Q = ¢°. Pout tout
m' € (Z/d'Z)* /{q)a, on pose m = 3dm’/d € (’)((13)(3d) et on a

Q(3m') = Qm) =t (27) - guem (b b, tn)

= t(27)@-Dm/d 5, (t(Q—l)m’/d”t(Q—l)m’/d”t(Q—l)m’/d/> 7

ot £(27)(@=Dm'/d" egt e racine de 1'unité. En particulier, ¢’est une unité en p’. On utilise alors le
calcul des valuations p’-adiques des sommes de Jacobi (Théoreme 3.3.9 et Proposition 3.3.10) : le
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nombre  (3¢m’) est, & une racine de 'unité pres, la somme de Jacobi Jo(m/, m’,m/, —3m’) dans les
notations de la Section 3.3. On obtient :

ordy Q (34m') = ordy jo (t(Q—l)m’/d/7t(Q—l)m’/d/7t(Q—1)m’/d’)

g () () ()

mE(p)

- X ol

TE(P) gt

En effet, pour tout réel y ¢ Z, on a la relation : {—y} =1 — {y}. Relation que l'on peut appliquer ici
car, pour tout w € (p)g et tout m’ € (Z/d'Z)*, comme d’' et p sont premiers entre eux, m’w/d’ n’est
pas un entier. Observons & présent que, pour tout y €]0,1[, on a

2 siye]lo, ;]
3-3{y}] =41 siye]} 3] =F(y).
0 siye}%l[

On peut donc reformuler I'expression de ord, (i’lﬁlm ) a l'aide de la fonction F : [0,1] — R définie

avant ’énoncé du Lemme :

ordp,g(ymg:m. > F({m=)).

me(p)as
Par ailleurs, on a fo t)dt = 1. On en déduit immédiatement 1’expression annoncée de w'(d’) :
' ! 1 :
W(@)=6- Y max 0,/0 F(t)dt = oo 3 F({T})

m'€G g /{q) g TE(P)ar

Lemme 5.4.5. Pour tout diviseur d' > 3 de 3d, on a

w'(d)
S(d) oo

Démonstration. D’aprés 'expression de w’(d’) obtenue au Lemme ci-dessus, on a

Oq ' ' m'm
< X ([ rea- g S or({E))

m'€Gy /(q) ar TE(D)ar

fa . . 0gd) _ #Dy _ 1
puisque max{0,y} < |y| pour tout y € R. De plus, remarquons que S = RO = w G

On peut alors employer les résultats d’équidistribution de la Section 3.4. D’apres la Proposition
3.4.14 (corollaire du Théoréme 3.4.1), lorsque d’ — oo, on a

m 2 /0F<t>dt#<§,>d, > F({mE})]| = o)

m' €G g () ar mE(P)a

La constante implicite ne dépendant que de ¢. Ceci termine la preuve du fait que w'(d')/¢(d’) — 0. O

On peut alors finaliser la démonstration de la Proposition 5.4.3. Rappelons que la hauteur de
Hy/K vaut H(Hy/K) = q* (Proposition 5.1.5) et donc, en combinant (5.10) et (5.11), on obtient

log L* (H4/K) 1 N
wem () © 4 S

d'|3d d'|3d
d' >3 d' >3

Or, on vient de montrer que w’(d') = o(¢(d’)) pour tout diviseur d’ > 3 de 3d. Il en découle immé-

diatement (Lemme 3.4.16) que
LS wd) —— 0
3d d—oo
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D’ou finalement
log L*(Ha/K) > o1)
log H(Hy/K) =~ 7

Ce qu’il fallait démontrer. O






Courbes elliptiques munies d’un
point de 4-torsion

Soit K =TF,4(t) le corps des fractions rationnelles sur un corps fini F; de caractéristique p > 3. Ce
chapitre est dédié a I’étude des courbes elliptiques suivantes : pour tout entier d € N* premier a p, on
considére la courbe elliptique E;/K, dont un modele de Weierstrass affine est :

Eg: Y?4+ XY +tdy = X3 +14X2

Pour tout entier d premier & ¢, la courbe E4/K est munie d’un point K-rationnel de 4-torsion. Ceci
fait écho aux Chapitres 4 et 5 ou 'on a étudié des courbes elliptiques munies de points de 2-torsion
et d’un point de 3-torsion (respectivement). La courbe Ey est étudiée dans [Ulm13, §7-§8] et [Ulm11,
Lecture 5, §3] pour illustrer les résultats de [Ber08]. De plus, D. Ulmer a construit (pour certaines
valeurs de d) des points explicites sur E,4 (voir [Ulm13, Theorem 8.1] et [Ulm11, Lecture 5, Theorem
4.1]) et montré que le rang de E4 peut étre « grand ».

Concernant les courbes E;/K ci-dessus, nous démontrons (entre autres) les résultats suivants :

Théoréme. Soit F, un corps fini de caractéristique p > 3 et K = Fy(t). Pour tout entier d > 2
premier d p, on considere la courbe elliptique Eq définie sur K par le modéle de Weierstrass suivant,
donné en coordonnées affines,

Eq:  YP4 XY 4ty = X 419X
La hauteur différentielle de E4 vaut H(Ed/IE‘q (t)) = QL%J *1. Les conjectures de Birch et Swinnerton-
Dyer sont vraies pour la courbe Eq/K. En particulier, le groupe de Tate-Shafarevich (E4/K) est
fini et le ratio de Brauer-Siegel Bs(FEy4/K) a, inconditionnellement, un sens.
De plus, lorsque H(Ey/K) — 400 (c’est-a-dire lorsque d — o0), on a

Bs(Ey/K) ———— 1.
pgcg(dyq)zl
— 00

Ou, de facon équivalente,
d
log (#111(Eq/K) - Reg(Ea/K)) ~ log H(Eq/K) ~ Sloga  (d = o0).

Nous entamons ce chapitre par le calcul des invariants classiques associés a FE, : invariant j,
discriminant minimal, conducteur et hauteur (Proposition 6.1.6). En passant, nous faisons une étude
détaillée de la réduction de Ey4 en les places de K (Proposition 6.1.5). Ce qui nous permet d’étudier en
détail le sous-groupe de torsion Eq(K)iors (Proposition 6.1.7) et d’encadrer le nombre de Tamagawa
Tam(E4/K) (Proposition 6.1.8). La seconde section est consacrée au calcul de la fonction L de Ey4
(Théoréme 6.2.1) : nous utilisons une méthode « élémentaire » & base de sommes de caractéres avec
les notations et résultats du Chapitre 2. Ce calcul n’avait, & notre connaissance, pas été effectué (bien
qu’il ressemble beaucoup & celui de [CHU14, §3.2]). Nous expliquons ensuite pourquoi la courbe Ey4
satisfait & la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer (Théoréme 6.2.1). Ceci donne un sens a ’étude
du ratio de Brauer-Siegel. Des calculs précédents, nous déduisons a la troisieme section une expression
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pour le rang de E4(K) (Proposition 6.3.2) et nous décomposons la valeur spéciale L*(E4/K, 1) en un
produit de nombres algébriques explicites (Proposition 6.3.3). C’est & la quatriéme et derniére section
que nous prouvons le résultat principal du chapitre : le ratio de Brauer-Siegel Bs(FE;/K) tend vers
1 lorsque d — co. Vue la relation entre Bs(Ey/K) et L*(E4/K, 1), il s’agit d’encadrer la taille de la
valeur spéciale L*(E;/K,1).

6.1 Les courbes E;,

6.1.1 Modeles, propriétés

Suivons & nouveau [Hus04, Chap. 4, §4]. Soit E une courbe elliptique sur K = Fy(t) avec un point
rationnel P (en sus du point a l'infini O). Quitte a effectuer un changement de coordonnées, on peut
supposer que P = (0,0) et que la tangente en P & E est horizontale (voir Section 5.1.1). Le modéle
de Weierstrass (affine) de F est alors de la forme

E: y2 + a1y + aszy = ° + a2:c2,

avec a; € K. Si 'on suppose que P n’est ni d’ordre 2 ni d’ordre 3, on peut effectuer un changement
de coordonnées supplémentaires pour assurer que as = ay # 0 : on pose b = —ag et ¢ =1 —a;. Le
modele de Weierstrass est alors sous « forme normale de Tate » :

E: 9’4+ (1—cxy—by=a>—bx?

avec (b,c) € K* x K. La forme normale de Tate, pour b,c € K donne une description en termes de
modeles de Weierstrass des paires (E, P) formées d’une courbe elliptique E et d’un point rationnel P
sur E tel que P,2P,3P # O. Si P = (0,0), il est facile de voir que 2P = (b, bc) et —2P = (b,0). Ainsi,
P = (0,0) est de 4-torsion si et seulement si 2P = —2P, ce qui équivaut & imposer ¢ = 0. La forme
normale de Tate du modele de F est alors

y? + zy — by = 2 — ba?

et le discriminant de ce modeéle vaut A = b*(1 +16b) (voir [SS10, §7.10]). Nous avons ici construit une
courbe E/K canoniquement munie d’un point rationnel d’ordre (exactement) 4.

Dans ce chapitre, nous étudions le cas ol le parametre b € K = F,(t) est de la forme b = t?, avec
d € N* un entier premier a q.

Définition 6.1.1. Soit F, un corps fini de caractéristique p > 3 et K = Fy(t). Pour tout entier
n € N*, on considere la courbe elliptique E; définie sur K par le modele affine :

Eg: Y?4+ XY +tdy = X3 +4X2. (6.1)

Remarque 6.1.2. On pourrait, avec les méthodes développées dans ce chapitre, traiter le cas ou le
parametre b est de la forme b = a-t? (a € Fx). Notons Eqg , la courbe elliptique définie sur K = F,(?)
par le modele affine :

Eio: Y2+ XY +at?V = X3 4 at?! X2

Il n’est pas tres difficile de voir que les courbes Ey, et Fq1 = E4 sont isomorphes sur E(t).

Soit d > 2 un entier premier & ¢ et K = Fy(¢). On note E,; la courbe elliptique donnée par (6.1)
sur K et E/ la courbe elliptique de Legendre donnée par (4.1), définie elle aussi sur K (cf. Chapitre
4). Alors

Lemme 6.1.3 (Ulmer). Les courbes Eq et E!; sont 2-isogénes sur F(t).

Démonstration. Nous renvoyons a [Ulml4a, Lemma 11.1] pour le détail de la preuve. Notons toutefois
que Eq et E/, ne sont pas nécessairement 2-isogenes sur Fy(t). De fait, si k désigne la plus petite
extension de F, contenant les racines d-iemes de 1/16, alors E4 et E! sont isogenes sur k(t). Or, le
degré de l'extension k/F, tend vers +oo lorsque d — co. Rappelons que nous travaillons sur K = F(t)
fixé. O

Remarque 6.1.4. L’existence de cette isogénie entre E,4 et la courbe de Legendre E/; est peut-étre
suffisante pour déduire des résultats du Chapitre 4 ceux du présent chapitre. En particulier, nous allons
mountrer que les racines (inverses) de leurs fonctions L ne différent que par des racines de I'unité. Pour
I’instant, nous ne voyons pas clairement comment expliciter ce lien entre les fonctions L et ne pouvons
que le constater a posteriori (c¢f. Théorémes 4.2.1 et 6.2.1).
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6.1.2 Analyse de la mauvaise réduction

Soit d € N* un entier premier & ¢g. Nous considérons la courbe Ey définie sur K = [Fy(¢) comme
ci-dessus. D’apreés le formulaire de la Section 1.1.2, le discriminant du modele (6.1) vaut

A =t*(16t1 — 1)

et les places de mauvaise réduction de la courbe Eq/F,(t) sont celles qui divisent A. Par conséquent,
la courbe E,; a mauvaise réduction en v = 0, v = 0o et en les places v = ( ou ¢ € F, vérifie (¢ = 1671,
De plus, un calcul rapide montre que linvariant « ¢4 » s’écrit 16t2¢ — 16t? + 1 et donc que

(16t2¢ — 16t¢ 4 1)3
t4d(16t¢ — 1)

J(Ea/K) = - T, (1)
Cette fraction rationnelle en t est de degré d > 0 en ¢. Ceci assure que la courbe Eq/F,(t) n’est pas
isotriviale (puisque j(Eq/K) ¢ F,). D’autre part, il est clair que j(E4/K) n’est pas un élément de
KP, i.e. Papplication rationnelle j : P — P! correspondant & j(E4/K) est séparable. Nous pouvons
des a présent donner plus d’informations sur la mauvaise réduction de Ej.

Proposition 6.1.5. Soit d un entier premier a q, on note @ : E; — P le modéle régulier minimal de
la courbe Eq/K. Le morphisme m a d+ 2 fibres singuliéres comme suit :

e La fibre au-dessus de t = 0 a 4d composantes irréductibles arrangées en une configuration Iuq
déployée,
e La fibre au-dessus de t = ¢ (ou ¢ € F, vérifie (* = 1671) est irréductible singuliére (de type Iy ),
e Le type de la fibre au-dessus de t = oo dépend de la parité de d :
— si d est pair, elle est formée de d composantes irréductibles arrangées en une configuration I
déployée.
— st d est impair, elle est formée de d+ 6 composantes irréductibles arrangées en une configuration
L.

Démonstration. Les points t € P! au-dessus desquels la fibre de 7 est singuliére correspondent aux
places v de K qui divisent le discriminant d’un modele de E;. Comme annoncé, il n’y a que les points
0, 00 et ¢ (o ¢ € F, parcourt les racines d-iemes de 16~1). On applique I'algorithme de Tate en
chacune de ces places (cf. [Sil94, Chap. IV, §9] ou [Tat75] par exemple).

e En v = 0, on constate que ord,—g A = 4d et que ord,—g j(E4) = —4d, ce qui est caractéristique
d’une réduction de type I44 : l'algorithme de Tate s’arréte a I'étape 1. Il est par ailleurs aisé de
constater que la réduction de E; en 0 est déployée.

e Soit ¢ € F, tel que ¢(? =1/16. En v = ¢, on a ord,—¢ A = 1 et ord,—¢ j(E4) = —1. La réduction de
E, est donc de type I; : le morphisme 7 : £ — P! a, au-dessus de t = ¢ € P!, une fibre singuliére
irréductible.

e En v = oo, on commence par effectuer le changement de carte ¢t = 1/u sur P! : aprés élimination
des dénominateurs, le modele (6.1) devient

Y2 4wl XY + 0y = X3 +ulX? (6.2)
le discriminant de ce modeéle vaut A = u"@(u? — 16) et I'invariant j de la courbe E4 s’exprime en
2d d 3
fonction de u comme j(Eq) = %. On a ord,—g j(E4) = —d. On distingue alors deux cas

suivant la parité de d :

— Si d est pair, on pose ¢ = d/2. Le changement de variables (x,y) = (u~2°X,u3°Y") transforme
le modele (6.2) en

2+ u oy + u?y = o3+ o2

dont le discriminant est A’ = u%(u? — 16). On a ord,—¢ A’ = d. La réduction de E4 en u = 0 est
donc de type 1. Une fois réduite modulo u, 'équation ci-dessus s’écrit : y? = 23+ 2% = 2%(z +1).
La tangente a cette courbe en le point singulier (x,y) = (0,0) est & coefficients F,-rationnels. La
réduction est donc déployée.

— Si d est impair, on pose ¢ = (d — 1)/2. Le changement de variables (z,y) = (u=2X,u=3°Y)
transforme le modele (6.2) en

Y2 D2 o (420 g3 02

dont le discriminant est A’ = u?*%(u? — 16). On a ord,—g A’ = d + 6. Et la réduction de Ey4
en u = 0 est donc de type Ij. Il reste & calculer le nombre de Tamagawa local coo(Eq/K) : une
« sous-procédure » de l'algorithme de Tate permet de le faire. On trouve que coo(Eq/K) = 4.
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Ceci termine I'analyse des fibres singulieres de 7 : £; — P*. O

On peut résumer la Proposition précédente a ’aide d’un tableau contenant, pour toute place v de
mauvaise réduction pour E;/K, la contribution ord, Anin(E4/K) de v au discriminant minimal, la
contribution ord, N (E;/K) de v au conducteur de F; et le nombre de Tamagawa local ¢, (E4/K).

Place Type de réduction ord, Apin(Eq/K) | ordy N(Eq/K) | ¢,(Eq/K)
v=20 I,; déployée 4d 1 4d
v=_
I 1 1 1
(¢t =167
I; déployée sid pair d 1 d
v =00
I; si d impair d+6 2 4

6.1.3 Calcul des invariants

L’analyse menée au paragraphe précédent (Proposition 6.1.5) permet d’exprimer les invariants de
E4/K en termes du parameétre entier d € N*. On obtient

Proposition 6.1.6. Soit d > 2 un entier premier d q, K =Fy(t) et E4/K la courbe elliptique donnée
par le modéle de Weierstrass affine (6.1). Alors sa hauteur différentielle (exponentielle) vaut

De plus, on a
d+2 sid est pair

deg N (Ey/K) =
8 (d/ ) {d+3 st d est impair.

Démonstration. 1l suffit de reprendre les informations compilées dans le tableau ci-avant. Pour toute
place v de K = F,(t), on note d, = [F, : F,] le degré de v. On a alors

deg Amin (Ed/K) = Ordv:O Amin : dO + Z Ordv:{ Amin : d( + Ordv:oo Amin : doo

CEF,tq.
¢d=16""1
=4d-1+ Z ordy—¢ 1 - d¢ + ordy—oe Amin - 1
CEF, tq.
(d:16’1

=4d + d + ordy—oo Amin-

En effet, 3 u_j5-1dc = deg(X4 —1671) = d. I suit que

6(d+1) sid est impair.

d si d est pair 6d si d est pair
deg Apin (Eq/K) =4d +d + =
8 ( af ) {d +6 sid est impair {

Par définition, on a H(Ey/K) = qldee2min(Ba/K)/12 o un calcul rapide montre que lexpression
annoncée dans la Proposition est juste. Un raisonnement treés similaire donne deg N/ (Ed /K ) O

D’apres la formule de Grothendieck-Ogg-Raynaud (¢f. Théoréme 1.3.11), puisque E4/K n’est pas
isotriviale, on déduit de deg N/ (Ed /K ) le degré de la fonction L de E; en tant que polynéme de Z[T] :

d—2 sid est pai
deg L(Eq/K,T) = deg N'(Ey/K) + 4g(P') — 4 = St est batt
d—1 sid est impair.
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6.1.4 Torsion et nombre de Tamagawa

Proposition 6.1.7 (Ulmer). Pour tout entier d premier d p, le sous-groupe de torsion de Eq4(K) est
comme suit :

E4(K) = Eq(F,(1)),. . =~ Z/4Z.

tors

Nous invitons le lecteur & consulter [Ulm13, Theorem 8.1] pour la preuve (qui est similaire & celle
des Propositions 4.1.6 et 5.1.6).

On peut également donner un bon encadrement du nombre de Tamagawa de E, et retrouver le
Théoréme 1.5.4 (voir également [HP16, Theorem 6.5]) dans le cas particulier des courbes elliptiques
E,/K. Plus précisément :

Proposition 6.1.8. Soit d > 2 un entier premier d q et Eq la courbe définie sur K = TF,(t) par le
modéle (6.1). On a
16d < Tam(Eq/F,(t)) < (4d)>.

En particulier, il existe des constantes ne dépendant que de q telles que

logd log Tam(E4/K) < logd
d S Tlog H(EGK) 4 d

Démonstration. A 1'aide de la Proposition 6.1.5, on peut écrire que

Tam(E/K) = [ colBa/K) = co(Ea/K) -1 ool Ea/ K) = 4d - coe (Ba/ K),
UlAmin(Ed/K)

ol Coo(Eq/K) vaut d si d est pair et vaut 4 si d est impair (voir le tableau sous la Proposition 6.1.5).

Puisque H(Ey4/K) = qL%JH7 I’encadrement annoncé est obtenu facilement. O

6.2 Fonction L des courbes E;

Dans cette section, nous détaillons le calcul de la fonction L de la courbe Eq4/F,(t) pour tout entier
d > 2 premier a g. Donnons le résultat de ce calcul sous la forme d'un Théoréme apres avoir rappelé
quelques notations de la Section 2.1.3. On fixe un idéal premier ¥ de Z au-dessus de p et ’on note

t: EX — @X le caractere de Teichmiiller associé. En outre, pour tout entier d > 2 premier a ¢, nous
avons défini une famille de caractéres t,, : ]F;u(m) — @X (m € [1,d — 1]) dont l'ordre divise d. Nous
obtenons

Théoréme 6.2.1. Soit d > 2 un entier premier & q. La fonction L de la courbe elliptique Eq sur
K =T,(t), dont un modéle affine est

Y2+ XY + Y = X2 +¢9X?
s’écrit sous la forme d’un produit :

LE/Fyt),T) = [ Q= iguom (o tm)? - T0™) € Z[T],
mEO((f)(d)

ot, (9((12)(d) désigne l'ensemble d’orbites

0@ (4) = (z/dZ ~ {0,d/2}) /(g mod d)  sid est pair,
! a (Z/dZ ~ {0})/<q mod d) st d est impair,

Uentier u(m) est le cardinal de 'orbite m € (’)((12) (d) et jgutm) (tm,tm) est une somme de Jacobi.

Pour la démonstration, nous utilisons des sommes de caractéres. La preuve se déroule en trois
parties : nous commengons par expliciter les termes de la série génératrice définissant L(FEq/K,T) sous
la forme de sommes de caracteéres, le deuxiéme temps consiste a relier ces sommes a des sommes de
Jacobi, enfin, dans la derniére étape, nous utilisons la technique de « réindexation des caracteres » pour
conclure. Le coeur de la preuve est la Proposition 6.2.3 ol nous écrivons les sommes qui apparaissent
naturellement sous la forme de sommes de Jacobi.

Le reste de la section est consacrée a la preuve du Théoréme 6.2.1. Insistons sur le fait que la
seule hypotheése sur lentier d > 2 paramétrant la famille {E;}4en+ est que d soit premier & ¢. On ne
suppose pas, en particulier, que d divise ¢ — 1.
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Remarque 6.2.2. A nouveau, apparition de sommes de Jacobi dans la fonction L de la courbe Egy
s’explique par voie « cohomologique ». En effet, notons Cy la courbe hyperelliptique définie sur IF, par
'équation affine 32 +y = z¢ et Sy = Cy x Cy. Nous avons explicité la fonction zeta de Cq/Fq ala
Section 2.3.1 : celle-ci fait intervenir des sommes de Jacobi. De plus, il y a une action antidiagonale de
pa sur Cy x Cy. Notons par ailleurs 7 : £; — P! le modeéle régulier minimal de E4/K. Alors, [Ulm13,
§6.2] montre qu’il existe une application rationnelle dominante

(Ca x Cq)/pa --» Ea-

Celle-ci permet d’expliciter le groupe de cohomologie étale HZ,(£4,Q¢) en fonction de H},(Cyq, Q;). En
particulier, la fonction L de E4 peut s’exprimer & l'aide (de facteurs) du numérateur de la fonction
zeta Z(Cq/Fq,T). Une analyse plus fine de (Cyq x Cq)/pa --+ Eq, inspirée par exemple de [Occl2, §3],
devrait permettre de retrouver le Théoreme 6.2.1 par des moyens « géométriques ».

6.2.1 Comptage de points

Dans tout ce paragraphe, on fixe un entier d > 2 premier a ¢ et on note /K la courbe elliptique
donnée par (6.1). Soit n > 1 et Fg = F,n l'extension de degré n de F,. Pour tout 7 € P!(Fg), on pose

A(1,Q) = Q +1—#(Eq), (Fg),

ou (Eq), désigne la réduction en la place v de K correspondant & 7 d’un modeéle minimal entier de Eq

en v (la courbe (Eq)_ est donc définie sur le corps résiduel F,, C Fg). Comme on I’a vu & la Section
6.1.2, le modéle de Weierstrass affine (6.1) de Ey, donné par Y2+ XY +t4Y + X3 +1t? X2 est minimal
et entier en toutes les places v de K, sauf en co. Celui-ci peut aussi se mettre sous la forme « courte » :

y? =23 + (4t 4 1)2? + 8tdx + 16t (6.3)

apres le changement de variables (x,y) = (4X,8Y +4X +4t%). Le discriminant de ce nouveau modéle
de E; ne differe de celui de (6.1) que par une puissance de 2 (2!2 pour étre exact). Mais 2 est une
unité dans tous les corps résiduels F,, des places v de K. Par suite, le modele (6.3) est minimal et
entier en toute place v # oo de K. Nous pouvons donc utiliser ce dernier modele (6.3) pour calculer
les nombres A(7, @) lorsque 7 # co. On remarque par ailleurs que

Vo€ Fg, o+ (4t + 1)2? + 8%z + 1612 = (z + 4t%) (2 4 = + 4t%).
Dans la suite de ce paragraphe, on démontre

Proposition 6.2.3. Pour toute extension finie Fo/F,, on a

2{: ‘4(73QD = - 2{: jQ(XaX)a

TeP(Fq) X€EY (d,q)

ot Y (d, Q) est ’ensemble des caractéres x de FZ) tels que x ¢ {1,u} et dont lordre divise d :

Y(d,Q) = {x:F;~T"

x‘=1 etx#l,u}-
Démonstration. Par construction du modele (6.3), pour tout point 7 € P*(Fg) \ {oo}, on a

A(r,Q) = Q+1 = #(Ea),(Fq)
=Q@+1- (1"'#{(%,9) E]Fé ‘ y? :mg+(47'd+1)ac2+87dx+1672d})
=Q- Y #{veFo |y’ =2+ (4r'+ 1)a® + 87% + 167}
z€Fq

Invoquons alors le Lemme 2.2.1 pour exprimer le nombre de solutions d’une équation quadratique en
fonction du caractere « de Legendre » p : ]Fg — @X

=Q - Z 1+ p(2? —|—(47' + 1)z 2+87dac—|—167'2d))
zclFq

= > p(@® + (47 + 1)2” + 8r%x + 1677%)
z€Fqg

:72 ((z +47%) +x+47d)).
z€lFg
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Lorsque 'on reporte cette identité dans la somme a calculer, en utilisant le Lemme 2.2.2, on obtient

ZA(T,Q):—Z Z z + 47 (x +9c—|—4Td))

TEFRq T€Fg z€Fq

- Z Z Z p((z+42)(2* + = + 4z))

=1 z€Fqg x€lFqg

La somme extérieure portant sur tous les caracteres de IE‘Z? dont V'ordre divise d (y compris le carac-

\ . . . . . N . 7 b X
teére trivial). Nous sommes ainsi conduits a considérer, pour tout caracteére y : Fg — Q" (d’ordre
quelconque pour le moment), la double somme :

= Z Z X(z)u((x+4z)(x2+x+4z))

z€Fq x€Fq

qu’il s’agit d’écrire sous la forme (du carré) d’une somme de Jacobi. Commengons par traiter le cas
ou x est le caractere trivial :

Lemme 6.2.4. Six:Fj5 — Q" est le caractére trivial, on a Tp(1) =0.

Démonstration. En permutant les deux sommes constituant T (x), on obtient que

Z Z (z+42) (2 + 2 + 4z)) Z Z (162° + 4z (z + 2)z + 2%(z + 1)).

z€Fq z€Fq z€Fq z€Fg

Pour chaque x € Fg, on pose maintenant ¢,(Z) = 1622 + 4x(z + 2)Z + 2%(z + 1) € Fg[X]. Le
discriminant de cette forme quadratique vaut 6, = 162*. Ceci nous permet d’utiliser le Lemme 2.2.3 :

) —n(16) sid, #0 ] -1 siz#0
Z“(qw(z))_{(cz—lm(lﬁ) siéw:O_{Q—l si = 0.

z€Fq

En reportant dans T (1), on déduit le résultat souhaité :

ToM)= > (> wa2)]=@-D+Y (-)=Q-1+(-1)(Q-1)=0.

z€Fq \z€Fq x#0
O
Supposons désormais que x : ]FZ2 — @X est un caracteére non trivial.

Lemme 6.2.5. Soit x : F — Q" un caractére non trivial. On a To(x) =is(6 %)%
Démonstration. D’apres la définition de T (x), en posant « 2’ =4z », on a

Z Z p((z+42)(2* + = + 4z)) Z Z p((z+2) (2> + 2+ 2))

z€Fq z€lFq z'€Fq z€Fq

xX(4) - Z Zx(z')u((x+z’)(x2+x+z =x(4 Z Z p((z+2") (2 + 2+ 2")).

z’E]FQ aZE]FQ aZE]FQ z E]FQ

Séparons alors les termes avec = 0 des autres afin de faire un changement de variables « z = zy »
dans les sommes internes :

To(x) 12 D X+ )@ Fa ) + Y0 x(@)u)

z#£0 2" €Fq z2€Fq

=X@4) Y > x@u((r+2) @ +z+2) +X(4) - D x(2)

x#0 z€Fq 2#0

:X(4).ZZ p((z+ zy)(2® + 2+ 2y)) +0

£0 yeFo

=X > x(@) > x@Wu@)’u((l+y) (= +1+y))

z#0 yeFg

=X(4)- > x(@) Y x@p((1+y)(@+1+y))

z#0 yeFq
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car, x étant non nul, on a u(z)? = 1. De plus, Y étant non trivial, on a >0 X(2) = 0. Effectuons
alors une translation « y’ = y+1 » sur la variable de sommation interne, comme x(0) = 0 et u(0) =0,
on obtient que

To(x) =xX(4)- > _x(@) > x(/ = Du/(z+y)) =x4)- > x(=) Y x@' - Duy'(@+y))

x#0 y' €Fq xeFqg y' €Fq

=x@) - > x@ - Du@) | D x@p+y)

y' €Fq z€Fg

=X > x@ = D) | D x@uz+y)

y’'#0 z€Fq

Mais, pour tout y € FJ, en posant successivement « 2’ = y/x » et « 2’ = 2’ + 1 », on observe que

D x@ul+y) = D xwr )y’ +y) = x@nly) Y x@)p' +1)

z€Fg z'€Fqg z'€Fq

XWuy) Y x@" = ") = x@)u@)x(=1) Y x(1—a")pu(z")

z€Fg z€Fg

= —x(=y)u) -jo(x: 1) = =x(=y)u(y) - x(iq (X, x)-

Dans la derniére égalité, on a utilisé le Lemme 2.2.9 pour écrire que jo(x, 1) = x(4)jo(x,x)- On a
donc

To(x) =X(4) - > x@' = Du) | D x@)u+y)

y'#0 xeFqg
= =06 - D X = Du)*x(—y) = =iebex) - Y x(' — Dx(=1)x(¥)
y'#0 y'#0
= =060 - D X1 =¥)x(¥) =Je(x:X) - Je(x: X) = je(x x)*.
y'#0
Ce qui termine la preuve du Lemme. O

Notons en particulier que, lorsque x = p est le caractére d’ordre 2, on a Tg(u) = jo(u,p)? =1
(¢f. Proposition 2.2.7). Jusqu'ici, nous avons montré que

Z A(Ta Q) = A(OO, Q) - Z TQ(X)a

TEPL(Fq)

ou l'on vient de calculer les quantités T (x). Définissons & présent X (d, (0), 'ensemble des caracteres

. —=x . . . - s
non triviaux x : IFCX? — Q" dont l'ordre divise d. Alors la discussion précédente mene a

Z A(Tv Q) = A(OO,Q) - Z jQ(X?X)2'

TE€PL(Fg) X€X(d,Q)

On peut expliciter facilement le terme A(oo, Q) : d’apres la Proposition 6.1.5, la réduction de E4 en
oo est multiplicative déployée (resp. additive) si d est pair (resp. si d est impair). D’ou

1 sid est pair

A(0,Q) = {

0 sid est impair.
Par ailleurs, comme dans 1’énoncé de la Proposition, on pose

Y(d,Q) = {X:]FZ?%@X ‘ Xdzletx7él,u}.
Pour conclure la preuve de la Proposition, distinguons deux cas :

— Si d est impair, on a A(c0,Q) =0 et Y(d,Q) = X(d,Q) car u ¢ X(d,Q) (le caractere u® = u
n’est pas trivial). On a donc fini la preuve dans ce cas.
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— Si d est pair, on a A(co,Q) = 1 et, cette fois, p € X(d,Q) et Y(d,Q) = X(d,Q) ~ {u}. Par
suite, en utilisant le fait que T (1) = jo(u, p)? =1 = A(oc,Q), on a

Y AFRQ) =A(0,Q) - D debe )’ =1-jom - Y oo’

TEPL(FQ) X€X(d,Q) X€Y (d,Q)
=1-1- > jolux)’=- Y. delux)*
X€Y (d,Q) X€Y (d,Q)

Ce qui termine la démonstration de I'identité recherchée.

6.2.2 Réindexation des caractéres

Aux paragraphes précédents, nous avons explicité > _ P (Fyn) A(T,¢"™) pour toute extension Fyn /F,,.
Or, le Lemme 1.3.15 donne l'expression suivante de la fonction L de Eq4/F,(t) :

log L(Eq/Fq(t),T) => | Y. A(r,q") ~

n

Utilisons alors les outils de la Section 2.1.4 pour terminer la démonstration du Théoréme 6.2.1.
Pour cela, pour toute extension finie Fg/F, et tout caractére non trivial x : Fé — @X, on pose
a(x,Q) = jo(x,x)?. La preuve que cette donnée satisfait aux hypotheses de la Proposition 2.1.15
avec K = 1 et £ = 2 est tres similaire a la vérification effectuée a la Section 4.2.2, nous 'omettons
donc : il s’agit de vérifier que o(x?, Q) = o(x, Q) et que o(x, @) vérifie une relation de Hasse-Davenport
a Pordre 1 (Théoréme 2.2.20). On déduit alors de la Proposition 2.1.15 que

log L(Ea/Fy(t),T) = > log (170(tm’qu<m>),Tu<m>>.
meol? (d)

Et il ne reste qu’a écrire la définition de o(t,,,g“("™) = Jquim) (t1m,tm)? pour conclure la preuve du
Théoreme 6.2.1.

6.2.3 Conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer

Dans cette section, nous expliquons pourquoi les courbes elliptiques E4/K vérifient la conjecture
de Birch et Swinnerton-Dyer. Pour cela, nous commengons par démontrer le Lemme ci-dessous.

Lemme 6.2.6. Soit Fy un corps fini de caractéristique p > 3 et d un entier premier d q. On note d
nouveau Eq la courbe elliptique définie sur K = Fy(t) par le modéle (6.1). De plus, soit X, C P x P!
la courbe définie sur K par l’équation

Xa:  wo(wo —z1)(y1 —yo)y1 = t* - 2Ty}
donnée dans les coordonées ([xo : x1), [yo : y1]) sur P x PL. Alors E, est birationnelle a Xq (sur K).

Démonstration. Partons de I'équation de X4 C P* x P! et posons (X1,Y7) = (ﬂ Z—;’) On obtient

zl’
X (X, - 1)1 -Yy) =t Y2

On pose alors (Xa, Ya) = (—t%Y7,t?X; (Y1 —1)). Aprés multiplication par (X2 +t%)2, ceci nous conduit
a la relation
Y+ XoYs + 1Y, = X5 4 t4X2,

une équation affine de Ey4. Autrement dit, 'application rationnelle X4 --+ E4 donnée par

([zo : 21, [yo : 11]) € Xaq — (—td Y0y TO (yo - 1)) = (X2, Ys) € By
Y1 1 \U1

est birationnelle. On pourra également consulter [Ulm13, §7.3]. O
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Ce Lemme montre que Fy est birationnelle & une courbe affine de la forme
Xg: fla)—t(y) =0,

ol f,g: P! — P! sont les applications rationnelles données par f(z) = z(x — 1) et g(y) = y?/(1 — y)
(pour tous x,y € P!). Nous sommes donc en mesure d’appliquer le théoréme de Berger (Théoréme
1.4.17).

Théoréme 6.2.7 (Berger). Soit F, un corps fini de caractéristique p > 3. Pour tout entier d > 2
premier d q, la courbe E4 définie sur K =TF4(t), dont un modéle affine est

Eg: Y?4XY 4ty = X3 +¢9x?
vérifie les conjectures de Birch et Swinnerton-Dyer. En particulier, son groupe de Tate-Shafarevich
II(Ey/K) est fini et son ratio de Brauer-Siegel Bs(Ey/K) a un sens.

Nous renvoyons la lectrice & [Ber08, Theorem 2.3], [Ulm13, §1-§8] et [Ulm11, Lecture 5, §3] pour
plus de détails sur la démonstration.

6.3 Rang et valeur spéciale de Ej,

En combinant 1’expression explicite de la fonction L de E4/K (Théoréme 6.2.1) avec le fait que Ey4
vérifie la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer (Théoréme 6.2.7), il est dorénavant possible d’obtenir
une expression « combinatoire » du rang de E4(K) d’une part et une formule fermée pour la valeur
spéciale L*(E4/K,1) d’autre part.

6.3.1 Expressions du rang et de la valeur spéciale

Soit d > 2 un entier premier a gq. On a écrit au Théoréme 6.2.1 la fonction L de la courbe Ey,
comme un produit :

L(Eg/Fqt),T) =[] (1= dguem (bmstm)® - T"™) € Z[T].
meO? (d)
Ce produit porte sur un ensemble d’orbites (9((12) (d) C O (d) de la multiplication par q sur Z/dZ~{0} :

0®)(g) = (z/)dZ ~ {0,d/2}) /(gmod d)  si d est pair,
! a (Z/dZ ~ {0})/((] mod d) si d est impair.

De plus, pour tout m € OL(]Q)(d), on a [jum (tm, tm)?| = g™ (¢f. (2.1) sous la Proposition 2.2.7).
Ceci nous incite a définir les deux ensembles suivants :

Définition 6.3.1. Pour tout entier d > 2 premier a ¢, on pose
Z,(d) = {m € OD(d) | jyuim (bms tm)? = q“<m>}

et son complémentaire N (d) := O (d) < Z,(d).

On peut alors exprimer 'ordre d’annulation de L(Ey/K,T) en T = g~
la Section 3.1.

L 3 Taide des résultats de

Proposition 6.3.2. Soit d > 2 un entier premier d q. On consideére la courbe E4 définie sur K = Fy(t)
par (6.1). Le rang du groupe de Mordell-Weil Eq(K) s’écrit

rang Ea(K) = #2,(d) = # {m € O(d) | jpuc (b, tm)* = 4" }.

Démonstration. Commengons par exprimer le rang analytique rang,,, (Eq/K) = ordp—q-1 L(Eq/K,T).
Pour simplifier les notations, nous posons L4(T) = L(E4/K,T) € Z[T] et, pour toute orbite m €
OP(d), w(m) = jyuim (b, tm)?. Alors Ly(T) = o )
la forme considérée a la Section 3.1 et le Lemme 3.1.4 permet d’écrire que

ordp_q-1 Lg(T) = # {m € O(gg)(d) | w(m) = qu(m)} = #2Z,(d).

Voir également ’Exemple 3.1.9. Ceci démontre que le rang analytique de E4/K est #2Z,(d). Or la

courbe E;/K vérifie Uintégralité des conjectures de Birch et Swinnerton-Dyer (Théoréme 6.2.7). En

particulier, les rangs algébrique et analytique de Ey sont égaux, i.e. rang Ey(K) = ordp—,-1 L(Ey/K,T).
O

(1 —w(m) - T%(™) est un polyndme de
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Une fois obtenu le rang analytique de Fy/K, il est aisé d’exprimer la valeur spéciale de sa fonction
Len«s=1».

Proposition 6.3.3. Avec les hypothéses et notations de la Proposition 6.3.2 ci-dessus, la valeur
spéciale L*(Eq/K, 1) de la fonction L de la courbe Eq/K s’exprime sous la forme :

* jq“(m) (tm, tm)2
L(Eg/K, 1) = [ wutm)- ]] 1 — =)
meZq(d) meN (d) q

Démonstration. Reprenons également les notations introduites dans la preuve de la Proposition 6.3.2.
En outre, pour toute orbite m € 052) (d), on pose gy (T) =1 —w(m) - T*™). On pose r = #2,(d) =
ordr_,-1 Lq(T). Par construction, g,,(T) s’annule en T'= ¢! si et seulement si m € Z,(d). D’aprés
les résultats de la Section 3.1.3, on a

Ld(T) H?nEO% (d) 9m (T)

—qT)y (1= qT)#2@ 11 H gm
Par construction, le polynéme % ne s’annule pas en T = ¢~ ! et sa valeur en T = ¢~ ' est la

valeur spéciale L*(Eq/K,1) de la fonction L de E4 (Définition 1.3.12). Si m € Z,(d), le polynéme
% vaut u(m) en T =g~ ' et si m ¢ Z,(d), le polynome g,,(T') vaut 1 — wm) 20enT =q ' Ce

u(m

qu’il fallait démontrer. O

Remarquons que L*(E4/K, 1) est un nombre rationnel strictement positif. Par construction méme,
L*(E4/K,1) est la valeur en T = ¢~! d’un polynéme a coefficients entiers donc L*(E;/K,1) €
Z[q~'] € Q. Pour démontrer la positivité, on peut utiliser le fait que s +— L(FE4/K, s) vérifie 'hypothese
de Riemman : la fonction L ne s’annule donc pas sur {Re(s) > 1} et est positive pour Re(s) > 3/2
(voir Remarque 1.3.13).

6.3.2 Rang non borné

Nous pouvons maintenant prouver un résultat de « rang non borné » pour la famille des courbes
FE,;. C’est une conséquence assez immédiate de la Proposition 6.3.2 et du théoréme de Shafarevich-
Tate (Théoréme 2.4.4). Il convient de remarquer que, lorsqu’on se restreint a considérer seulement les
valeurs impaires de d, la Proposition ci-dessous est un cas particulier de [Ulm07b, Theorem 4.7].

Proposition 6.3.4. Supposons que F, est un corps fini de caractéristique p > 3. Lorsque d parcourt
Uensemble des entiers premier d p, le rang des courbes Eq définies par (6.1) sur K = Fy(t) n’est pas
borné :
limsup rang Ey(F,(t)) = +ooc.
pged(d,q)=1

Démonstration. Pour prouver la Proposition, il suffit de produire une suite infinie d’entiers d premiers
a g et tels que la fonction L(Ey/K,T) s’annule avec une multiplicité non bornée. Pour tout entier
N € N*, on pose dy = ¢V +1 : c’est un entier pair et premier & ¢g. D’apres le Lemme 2.4.1, Pordre de ¢
modulo dy vérifie : 04(dn) = 2N. Nous utilisons alors le Corollaire 2.4.5 du théoréme de Shafarevich-
Tate (Théoréme 2.4.4) : pour toute orbite m € (95,2) (dn), on a jguem (bm,tm) = —q"™/2 don
jqu(m) (tmvtm)2 = qu(7n)
(91(12)(d1v) et la suite d’égalités :

. Par conséquent, avec les notations introduites plus haut, on a Z,(dn) =

rang Eay (K) = ordy—g—1 L(Eay /K, T) = #2,(dn) = #0P (dy) = #0)(dn) — 1.

La Proposition sera démontrée si l’on peut minorer #O(’](d ~N) par une quantité non bornée lorsque
N — oo. D’apres la Proposition 3.1.3, on a

/( o(d 1 W dyv—1 dy-—1
#0,(d : o(d’) = = :
d|Zd (dN) d%\] Oq(dN) 2N
d'>2 d'>2

En effet, pour tout diviseur d’ > 2 de dy, 'ordre de ¢ modulo d’ divise o4(dn). Par construction, on
alogdy =log(¢g¥ 4+ 1) = N -logq. On déduit finalement la minoration souhaitée :
dy — 1 1>lgq dny — >logq dn dn

2N Z long 78 logdy @ logdy’

rang Eay (K) = #04(dx) — 1>
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dn
ogdy — O Par

suite, le rang des courbes Eg, sur K = F,(t) (N € N*) n’est pas borné. Remarquons en passant que la
minoration de rang Eq,, (K) ci-dessus est du méme ordre de grandeur que la majoration de A. Brumer
(¢f. Théoreme 1.5.5) : il existe deux constantes ne dépendant que de ¢ telle que

la constante implicite ne dépendant que de ¢. Lorsque N — oo, on a dy — oo et

dn

< rang By (K) <, logdn’

_°N
logdyn

6.4 Ratio de Brauer-Siegel

Dans cette derniére section, nous utilisons les résultats démontrés précédemment pour prouver le
Théoreme principal de ce chapitre.

Théoréme 6.4.1. Soit Fy un corps fini de caractéristique p = 3. Pour tout entier d > 2 premier a
p, on considére la courbe elliptique Eq définie sur K = F,(t) par le modéle de Weierstrass, donné en
coordonnées affines,

Y2+ XY + Y = X3 4+ ¢7X2.
Lorsque d — oo, on a H(Ey4/K) — oo et le ratio de Brauer-Siegel Bs(Ey/K) admet 1 pour limite :

Bs(Ey/K) ——— 1.
pgczll(d,q)zl
— 00

Ce résultat est inconditionnel car la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer est vraie pour les
courbes Eq/K (Théoréme 6.2.7). Comme cette conjecture est vraie, on peut utiliser la relation entre
Bs(Ey/K) et la valeur spéciale L*(E,;/K,1) de la Proposition 1.6.4 :

log L*(E4/K, 1)

Bs(Eq/K) =1+ log H(Eq/K)

+0o(1) (H(Eq/K) = 00).

Pour démontrer le Théoreme 6.4.1, il s’agit donc de démontrer que

log L*(E4/ K, 1)
log H(Eq/K) d—co

Nous procédons en deux temps : d’abord nous cherchons une majoration de L*(Ey/K, 1) (Proposition
6.4.2), puis une minoration (Proposition 6.4.3). Ces deux inégalités se combinent pour démontrer que,
lorsque d — oo,

log L* (Fa/K, 1)

0= oW S Sog H(BJ/K)

<0+ o(1).

Ce qui prouvera le Théoréeme 6.4.1.

6.4.1 Majoration de la valeur spéciale

Soit d > 2 un entier premier & ¢. La valeur spéciale L*(Ey/K, 1) admet ’expression sous forme de
produit (¢f. Proposition 6.3.3) :

L*(EyK1) = [[ um)- ] (1_jqu<m>(tm,tm))’

meZq(d) meNz(d)

ot Z,(d) et N (d) sont les deux sous-ensembles de (9((12) (d) définis a la Section 6.3.

Proposition 6.4.2. Soit d > 2 un entier premier ¢ q. La valeur spéciale L*(E4/K,1) de la fonction
L associée a la courbe E4 vérifie, lorsque d — oo,

log L*(E4/K, 1)

log H(Ba/K) <0 o)
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Démonstration. 1l est assez clair que la fonction L de la courbe E, vérifie les hypotheses de la Section
3.1 (avec K = 1). On peut alors appliquer la Proposition 3.1.8 : il existe une constante absolue C' > 0
(qu’on peut choisir < 5) telle que

d-loglogd

log L*(E4/K,1) < 3Clogq Tog d

Rappelons par ailleurs que log H(E;/K) = (L%J + 1) log ¢ (Proposition 6.1.6). D’ot 'on tire que
log H(Eq/K) > lo%d et que

log L*(Ey4/K, 1 d-loglogd 1 log log d
og L*(Eq/ ,)<3010gq_ oglogd <. loglogd
log H(Ey/K) log d o84 . g log d
La quantité a droite tend vers 0 lorsque d — co. O

Nous notons que cette majoration est un cas particulier de [HP16, Theorem 7 75]. Nous avons tout
de méme obtenu une version effective de ce résultat dans le cas des courbes Fy4. En effet, la preuve
ci-dessus prouve l'existence d’une constante ¢”” > 0 (absolue) telle que

log L*(E4/K, 1) o loglogd
<c
log H(Eq4/K) logd

Mieux, on peut choisir ¢’ < 30.

6.4.2 Minoration de la valeur spéciale

Pour conclure la preuve du Théoréme 6.4.1, il faut & présent obtenir une minoration de L*(E;/ K, 1).
Nous utiliserons pour cela les outils de la Section 3.2.

Proposition 6.4.3. Soit d > 2 un entier premier d q. La valeur spéciale de la fonction L associée a
la courbe Eq/K vérifie, lorsque d — oo, la minoration :

log L*(Eq4/K, 1)

log H(Ea/K) > 04 o(1).

La preuve de cette Proposition est trés similaire a la preuve de la Proposition 4.4.3 ou l'on a
démontré la minoration de la valeur spéciale de la fonction L associée a la courbe de Legendre. Nous
nous permettrons donc de ne pas donner tous les détails.

Démonstration. Rappelons que 'on a écrit la valeur spéciale L*(E4/K, 1) sous la forme d’un produit
indexé par I’ensemble d’orbites (9,(12) (d) (Proposition 6.3.3). Dans ce produit, les termes correspondant
aux orbites m € Z,(d) sont des entiers strictement positifs. Ainsi, on peut minorer log L*(Eq/K, 1)
comme suit :

. Jguom (bm, tm)?
log L*(Eq/K,1) > 1og [ (1- Tl B (6.4)
meVy(d) q

Afin d’obtenir la minoration « forte » des termes restants, nous appliquons le Théoréme 3.2.2. Pour ce
faire, il faut vérifier les hypotheses (i), (ii) et (iii) de la Section 3.2.1. Pour toute orbite m € Vy(d), on
pose y(m) = jyucm) (tm, t,,)2. On choisit M = V;(d). Le fait que cette donnée satisfait les hypotheses
(i), (ii) et (iii) a déja été vérifié a la preuve de la Proposition 4.4.3 (a un facteur « t,,(16) » prés, qui
n’a pas d’influence ici). on peut appliquer le Théoréme 3.2.2.

Pour tout diviseur d’ > 2 de d, soit Ky = Q((a) et p’ 'idéal premier de Ky qui est en-dessous de
B C Z. On identifie Gal(K4 /Q) et (Z/d'Z)* de la fagon usuelle. De plus, on notera Gg = (Z/d'Z)*
et (p)ar (resp. {q)a) le sous-groupe de G4 engendré par p (resp. par ¢). On pose maintenant :

10oq / Ordp/ ) (%m/)
= . 1 _—— .
w'(d") :== 04(d") E max < 0, on(d) [y F)]
m'€Gy /(q) a a-°p

Notons que o04(d") = #(g)ar est un diviseur de ¢(d') = #Gq . Puisque les hypotheses adéquates sont
satisfaites, on peut appliquer le Théoreme 3.2.2 : celui-ci donne que

log H(d) (1 - 3531))) >—loggq- > w'(d). (6.5)

mevy d'|d
d'>2
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La minoration annoncée de la valeur spéciale suivra d’une majoration des exposants w’(d") pour tous
les diviseurs d’ > 2 de d. Comme précédemment, on explicite d’abord les w'(d’). A cet effet, soit
F :[0,1] — R la fonction en escaliers suivante :

On montrerait, de fagon tout a fait similaire au Lemme 4.4.4, que l'on a :

Lemme 6.4.4. Pour tout diviseur d' > 2 de d, w'(d') admet l’expression suivante :

w'(d') = o4(d') - Z max 0,/01F(t)dt_#<zl)>d,' Z F({#})

m'€Gyr /{(q) ar TE(P) ar
Maintenant, les résultats d’équidistribution de la Section 3.4 impliquent :
Lemme 6.4.5. Pour tout diviseur d' > 2 de d, la quantité w'(d’) ci-dessus vérifie :

w'(d')
O(d) @ oo

De plus, on a

1
d'|d
d'>2

Ceci a déja été prouvé au Lemme 4.4.5 : la premiere assertion découle de 'application de la
Proposition 3.4.14 (corollaire du Théoréme 3.4.1), la seconde majoration (6.6) découle de la premiére
par le Lemme 3.4.16.

On combine alors les inégalités (6.4), (6.5) et (6.6) et ’on obtient que

10gL*(Ed/K,1) 1 jqu(m,)(tm,tm)2 1 o
TZE-IOg H 1_W 2—10gq-d~%w(d):o(1).

d’'>2

Enfin, d’apres le calcul de la hauteur de E; (Proposition 6.1.6), on constate que

log H(E4/K) 1 d+1 1 [/d
= el 7 bl A R I i < 22 < i
7 log q ¥ 5 + 1) <loggq p 2+1 < logq

De sorte que 'on a

log L* (E4/K,1) d log L* (Eg/K,1) _ 1 o
log H(E4/K)  log H(Eq/K) q >—=- ) wid)=o(1).

Ce qu’il fallait démontrer. O



Courbes elliptiques
Y24+ XY —t?. Y = X3

Dans ce chapitre, nous étudions la famille des courbes elliptiques suivantes : soit K = Fy(¢) le
corps des fractions rationnelles sur un corps fini de caractéristique p > 3, pour tout entier d € N*,
premier & p, on considere la courbe elliptique Ey définie sur K et donnée en coordonnées affines par

Ey: Y24+ XY -ty = X3

Cette courbe est étudiée dans [DO14] sur F,2 dans le cas ot d = ¢ + 1. Davis et Occhipinti produisent
des points rationnels explicites sur F, et en déduisent plusieurs résultats sur des sommes de caracteres.
Récapitulons en un seul théoréme les principaux résultats que nous obtenons pour les courbes Eg .

Théoréme. Soit Fy, un corps fini de caractéristique p > 3 et K = Fy(t). Pour tout entier d > 2,
premier d p, on considére la courbe elliptique Eq définie sur K dont un modéle affine est :

E;: Y24+ XY —tdy = X5,

42|

La hauteur différentielle de Eq/K vaut H(Eq/K) = qL . Les conjectures de Birch et Swinnerton-
Dyer sont vraies pour la courbe Eq/K. En particulier, son groupe de Tate-Shafarevich III(Eq/K) est
fini et son ratio de Brauer-Siegel Bs(FEq/K) a un sens. De plus, lorsque H(E4/K) — 400 (i.e. lorsque
d — 400 en étant premier a p), on a

%E(Ed/K)

pged(d,q)=1
d— o0

Autrement dit, on a
d
log (#1(Eq/K) - Reg(Eq/K)) ~ log H(Eq4/K) ~ glogq (d — o0).

Le résultat principal de cet énoncé est I'analogue du Théoréme de Brauer-Siegel pour les courbes
E;/K. On peut en effet réécrire I’équivalent ci-dessus sous la forme :

Ve >0, H(Eg/K)' ¢ <. #1I(Ey/K)-Reg(Ey/K) <. H(Ey4/K)'*e.

Pour arriver a ce résultat, nous suivons un plan assez similaire a ceux des chapitres précédents. Dans
la premiére section, nous décrivons la « mauvaise réduction » des courbes E; (Proposition 7.1.3) et
calculons leur hauteur (Proposition 7.1.4). La seconde section est dévolue au calcul de la fonction L de
la courbe E4 (Théoreme 7.2.1). Il semble que I’expression que nous obtenons soit un résultat nouveau.
Comme dans les chapitres précédents, nous utilisons des sommes de caracteéres pour expliciter la
série génératrice définissant L(E;/K,T). Les sommes mentionnées sont en fait des sommes de Jacobi
(Lemme 7.2.4) et nous utilisons ce fait de fagon cruciale pour encadrer le ratio de Brauer-Siegel.
Dans la troisiéme section, nous tirons profit du caractere explicite de la fonction L(Ey/K,T) pour en
donner I'ordre d’annulation en T'= ¢~! (Proposition 7.3.3) et pour écrire sa valeur spéciale sous une
forme agréable (Proposition 7.3.4). Nous expliquons également pourquoi les courbes Ey vérifient les
conjectures de Birch et Swinnerton-Dyer (Théoréme 7.3.1). C’est & la quatriéme et derniére section
qu’est démontré 'analogue du Théoréme de Brauer-Siegel (Théoréme 7.4.4), nous y exploitons les
résultats des sections antérieures.
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7.1 Les courbes FEj

Soit F, un corps fini de caractéristique p > 5. Pour tout entier d > 2 premier a g, on considere la
courbe elliptique E; définie sur K = F,(¢) et dont un modele affine de Weierstrass est

Y24+ XY -ty = X3 (7.1)

Le discriminant de ce modele, calculé & ’aide du formulaire de la Section 1.1.2 (voir aussi [Sil09,
Chapter III.1, p. 42]), vaut
A= —t327t% +1).

D’autre part, 'invariant j(Ey/K) s’écrit :

(24t? +1)3

i(Ba/ K) = T BdTd 4 1)

En particulier, on constate que j(E4/K) € F4(t) est une fraction rationnelle de degré —d # 0 en ¢
et donc que la courbe E;/F,(t) n’est pas isotriviale. Par ailleurs, j(E;/K) n’est pas une puissance
p-itme dans K. En particulier, Papplication rationnelle j : P* — P! donnée par t — j(E/K)(t) est
non constante et séparable.

Remarque 7.1.1. Avec des notations classiques, on a a; = 1 et ag = —t? (c¢f. Section 1.1.2). En
particulier la courbe Ej satisfait les conditions pour avoir un point de 3-torsion rationnel (cf. [Hus04,
Chapter 4, §2] ou le Chapitre 5 ci-avant). Ce point de torsion est donné, dans le modele (7.1), par
P =(0,0). On a alors 2P = (0,t%) = —P.

Remarque 7.1.2. Notons que la courbe E3,4/F,(t) est isomorphe, sur F,(t), & la courbe hessienne
Hi/F,(t) du Chapitre 5. Plus précisément, si k/IF, désigne la plus petite extension de F, contenant
les racines 3d-iémes de —27, les courbes Fs4 et Hy sont isomorphes sur k(t). En effet, si on pose
t' = (=27)Y/39=1 on a

3
9d 24 3 /3d /3d _
(B KN 0) = — 2D (= gm) (o)
tgd(27t3d + 1) 97 (_t/ffﬂd + 1) (t/3d _ 1)

Cependant, lorsque d — oo a ¢ fixé, on a [k : F,;] — 0o. Du point de vue de notre étude ou le corps de
base K =T, (t) est fixé, les familles {E34} et {Hgy} sont donc distinctes. A fortiori, {Esq} et {Hg} le
sont.

— J(Ha/K)().

7.1.1 Mauvaise réduction et invariants

Les places de mauvaise réduction de Ey/K sont exactement les places v de K qui divisent le

discriminant d’un modele de E4. On constate sur le discriminant A = —3¢(27¢t¢ 4 1) du modele (7.1)
que E4/K a bonne réduction partout, sauf éventuellement en v = 0, v = oo et les places v de K
correspondant aux ¢ € F, tels que (¢ = —27~1. Plus précisément, on a :

Proposition 7.1.3. Soit d > 2 premier d q, on note m : £, — P! le modéle régulier minimal de
E;/K. Le morphisme 7 a les fibres singuliéres suivantes :
e la fibre 7=1(0) a 3d composantes arrangées en une configuration Isq déployée.
e la fibre 7=1(C), ou ¢ € F, vérifie (* = =271, est irréductible (type I ).
e la fibre m=1(00) est
— une courbe elliptique si d = 0 mod 3 (type 1),
— de type IV déployée si d = —1 mod 3,
— de type IV* déployée tsi d = —2 mod 3.

Démonstration. Nous recourons & nouveau a l'algorithme de Tate [Tat75], tel qu’il est décrit dans
[Sil94, Chap. IV, §9], pour déterminer le type de la fibre 7=!(v) au-dessus de chacune des places de
mauvaise réduction pour E,;. Rappelons que le discriminant du modele 7.1 vaut A = —t3d(27td +1).

e En la place v = 0 de K, on a ordy,—9 A = 3d et ord,— j(E4s/K) = —3d. La fibre de m au-dessus
de 0 est donc de type Is4 (autrement dit, la courbe E; a réduction multiplicative en 0). De plus, le
modele (7.1) est entier et minimal en v = 0 et sa réduction a des tangentes rationnelles en le point
singulier ; la réduction est donc déployée.

La place v = 0 donne donc une contribution ord,—g Amin (Eq/K) = 3d au discriminant minimal de

E,4, une contribution ord,—q N (E4/K) = 1 au conducteur et le nombre de Tamagawa local en 0 est
co(Eq/K) = 9d.
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e Au-dessus de v = ¢ € F, (ot ¢ vérifie (? = —2771), la fibre de 7 est singuliere (car ¢ annule A) et
irréductible. En effet, on a ordy=¢ A =1 et ordy=¢ j(Eq/K) = —1.
Chacune des places ¢ (ot 27¢¢ = —1) contribue donc pour ordy—¢ Amin(Eq/K) = 1 au discriminant
minimal de Ey4 et pour ord,—¢ N (E4/K) = 1 au conducteur. D’autre part, le nombre de Tamagawa
local en ( est nécessairement c.(Eq/K) = 1.

e Pour étudier la fibre en v = 00, on commence par effectuer un changement de cartes ¢ = 1/u sur
P!, On obtient, aprés un changement de coordonnées du type (X,Y) = (u**X’,u3°Y”), le modele
affine suivant pour Eq/F,(u) :

Y2+ utXY — Py = X3, (7.2)

ol ¢ € N* reste & choisir pour minimiser 'ordre ord,—o du discriminant A’ = —u!2¢=44(27 4+ y4) de
ce modele. On distingue alors trois cas :
— Si d est divisible par 3, on choisit ¢ = d/3 et le modeéle (7.2) devient

Y2+ u¥3XY -V = X3,

I'équation d’une cubique lisse (autrement dit ord,—o A’ = 0). La réduction de Eq/F,(u) en v =0
(donc de Eq/Fy(t) en co) est donc de type Iy (bonne réduction).
— Sid=2mod 3, on choisit ¢ = (d + 1)/3. Le modele 7.2 devient

Y2 4t XYy Yy = X3

et on constate que ord,—g A’ = 4 et, avec des notations classiques, ord,—gbg = 2 < 3. La
fibre de 7w au-dessus de oo est donc de type IV. Par suite, la place v = oo de K donne une
contribution ordes Apmin(Fq/K) = 4 au diviseur discriminant minimal de E; et une contribu-
tion orde N (Eq/K) = 2 au conducteur. Enfin, on peut voir (¢f. [Sil94, Chap. IV, §9]) qu’ici
Coo(Fq/K) = 3.

— Si d=1mod 3, on choisit ¢ = (d + 2)/3 et le modele 7.2 se réécrit

Y2 4@t xy 2y = X3

et on constate que ord,—g A’ = 8 et I’algorithme de Tate s’arréte & ’étape 8 : la fibre de 7 au-dessus
de 0o est de type IV™. Dans ce cas, la place v = co de K contribue donc pour orde, Apmin(Eq/K) =
8 au discriminant minimal de Ey et pour ords N (E4/K) = 2 au conducteur. De méme que ci-
dessus, il y a une procédure simple pour calculer ¢ (Eq/K) [Sil94, Chap. IV, §9]. Ici, on trouve
que coo(Eq/K) = 3.

Ce qui achéve 'analyse des fibres singulieres du morphisme 7. O

On peut former un tableau récapitulatif des informations locales démontrées ci-avant :

Place Type de réduction ordy Apin(Eq/K) | ordy, N(E4/K) | cy(Eq/K)
v=0 I35 déployée 3d 1 3d
v=_(
I 1 1 1
(27¢" = 1)
Ip sid=0mod3 0 0 1
UV=00 IV  déployée sid=—1mod3 4 2 3
v sid=—2mod 3 8 2 3

Dauns ce tableau, pour toute place v de K, on a noté ord, Apin(E4/K) la valuation en v du discriminant
minimal de Fy4, ord, N (E;/K) la valuation du conducteur de Ey4 et ¢,(E4/K) le nombre de Tamagawa
local.
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7.1.2 Hauteur et conducteur

A Taide de I'analyse de la mauvaise réduction ci-avant, on déduit la valeur de la hauteur de E;/K
en fonction de d :

Proposition 7.1.4. Soit d un entier premier a q et E4 la courbe définie sur K = F(t) par (7.1). Sa
hauteur différentielle s’écrit

H(Eq/K) = ¢l

et son conducteur est de degré

d+1 si3|d

deg N (E4/K) = {d_|_3 sinon .

Démonstration. Ceci suit de la preuve de la Proposition précédente et des informations collectées
dans le tableau ci-dessus. En effet, si 'on note d, le degré de toute place v de K et simplement
Amin = Amin (Ed/K)7 on a

deg Apin(Eq/K) = dy - ordy—o Amin + Z d¢ - ordy—¢ Amin + doo - 0rdy=co Amin

CEE tq.
27¢4=—1

4d sid=0mod3
=3d+d+ ordy=cc Amin = 4(d+1) sid=-1mod3
4(d+2) sid=—-2mod3.

On en déduit que

qi/3 sid=0mod3 '
H(E4/K) = g98mm)/12 = (@+)/3 i g= —1mod 3 = ¢l =]
¢@t2/3 i d=—2mod 3

De méme, on trouve le degré du conducteur N'(E;/K) en sommant les contributions locales regroupées
dans le tableau ci-dessus. O

On peut alors anticiper la forme de la fonction L de E;/K comme suit. Comme FEy n’est pas
isotriviale, le Théoréme 1.3.11 affirme que L(E;/K,s) est un polyndme & coefficients entiers en T' =
q— %, de degré donné par :

d—3 si3 |d

d—1 sinon .

deg L(E4/K,T) = deg N (Ey/K) + 4g(P') —4 = { (7.3)

7.1.3 Sous-groupe de torsion

Nous pouvons a présent expliciter le groupe de torsion de E4(K).

Proposition 7.1.5. Soit d un entier premier d la caractéristique p de K = F,(t). Soit également Eq la
courbe elliptique définie sur K =T (t) par (7.1). Le sous-groupe de torsion du groupe de Mordell- Weil
de Eq vérifie

Ea(F, (1)) = 2/37.

et il est engendré par Py = (0,0) (donné en coordonnées affines sur (7.1)).

Démonstration. Notons T = Eg(K)iors. 11 est clair que Py € Eg(K) et que 2Py = (0,t%) = —F,
(dans le modele (7.1)). En particulier, Py est bien un point de 3-torsion et T' contient au moins un
sous-groupe isomorphe a Z/3Z. Il s’agit maintenant de démontrer que 'on a ainsi énuméré tous les
points de torsion de E4(K).

Tout d’abord, comme le j-invariant j(Eq/K) € K n’est pas une puissance p-iéme dans K, la partie
p-primaire de T est triviale (voir [Ulm11, Lecture 1, Proposition 7.3]). Autrement dit, il n’y a pas de
points de torsion d’ordre une puissance de p dans le groupe de Mordell-Weil E4(K).

Pour toute place v de K, qui est de mauvaise réduction pour Fy4, on note G, le groupe des
composantes de la fibre en v du modéle de Néron de E; (voir [SS10, §7] ou [Sil94, Chapter IV, §9]).
Le formulaire [SS10, Lemma 7.3] (ou le tableau [Sil94, p.365]) donne :

Z/nZ  sila fibre en v est de type I,
Gy, ~ < Z/3Z sila fibre en v est de type IV,
Z/3Z  sila fibre en v est de type IV™.
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Distinguons maintenant deux cas. Premierement, si d n’est pas divisible par 3, d’apres ’analyse de la
mauvaise réduction de E,; (Proposition 7.1.3), la courbe E; a mauvaise réduction additive en la place
oo de K (de type IV ou IV*). On peut alors invoquer [SS10, Lemma 7.8] : le groupe T s’injecte dans
le groupe des composantes G, d’une fibre additive de E4. Noter qu’a priori seul le sous-groupe des
points d’ordre premier a p admet une telle injection, mais ici il s’agit de T entier d’apres ce que 1'on
a démontré plus haut. Ce qui prouve 'existence d’un morphisme injectif 7' G, =~ Z/37Z et, avec le
premier paragraphe de cette preuve, acheve la démonstration dans ce cas.

Reste a traiter le cas ot d est divisible par 3 : dans ce cas, la courbe E; est semi-stable (Proposition
7.1.3) et la place oo est de bonne réduction. Utilisons alors le [SS10, Corollary 7.5] : le groupe de torsion
T s’injecte dans le produit HU‘A G, des groupes des composantes G,. Si d est divisible par 3, on a
Hvl A Gy >~ Z/3dZ. Ainsi, T est isomorphe & un sous-groupe de Z/3dZ (et contient au moins un sous-
groupe isomorphe & Z/37). En particulier, T est cyclique et son ordre M € N* vérifie : 3 | M | 3d.
Fixons maintenant Q € T C E4(K) un point d’ordre exactement M de sorte que (Q) =T ~ Z/MZ.
On note X1 (M) la (projectivisée de la) courbe modulaire définie sur F, qui classifie les paires (E, P)
formées d’une courbe elliptique E et d’un point rationnel P d’ordre exactement M. La paire (E4, Q)
est donc un point K-rationnel de X;(M) avec K = F,(P'); on en déduit un morphisme j’ : P! —
X1(M). Comme E4 n’est pas isotriviale, son j-invariant j(E4/K) : P! — P! n’est pas constant et le
morphisme j’ qui s’en déduit n’est pas constant non plus. Par suite, j/ : P — X7 (M) est surjectif et
la formule de Riemann-Hurwitz implique que les genres g(P!) et g(X;(M)) de P! et de X;(M) sont
reliés par : 0 = g(P') > g(X1(M)) > 0. Donc le genre de X;(M) est nul, ce qui n’arrive que pour
M € {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12} (voir [Ser97, §5.4], [HS00, Theorem F.4.1.1]). Comme M est par
ailleurs divisible par 3, il ne reste que 4 valeurs possibles : M € {3,6,9,12}. Pour terminer la preuve
de la proposition dans le cas ot 3 | d, il s’agit de montrer que M = 3 : il suffit de montrer que T ne
contient pas de point de 2-torsion (auquel cas M sera impair) et que T ne contient pas de 9-torsion.

Supposons qu'il existe un point de 2-torsion P = (x,y) € E4(K). Alors P = —P et ceci impose
que la coordonnée = de P vérifie 42> — 222 — 2t% . 2 + t?? = 0. Comme d est un mutiple de 3, posant
u=1/tet z; =u?¥?.x, on obtient que 4o} —2u?¥/>.x? —2u?3 .2, +1 = 0. Cette derniére équation
n’a pas de solution z; € Fy(u) car elle se réécrit sous la forme

(422 — 2023 gy — 2093) 1y = —1.

Il n’y a donc pas de point K-rationnel de 2-torsion sur Fy et M = #7T est impair.

Admettons maintenant qu’il existe un point K-rationnel Q = (z,y) d’ordre 9 sur E4. Quitte &
prendre un multiple de @Q, on peut supposer que Q vérifie 3- Q = Py = (0,0). A l'aide de la formule
de triplication (voir [Sil09, Chapter III, Exercice 3.7 (d)]), on peut exprimer z(3@Q), la coordonnée en
z de 3Q = Py, en fonction de z. A T’aide d’'un logiciel de calcul formel (ou & la main), on en déduit
que x doit vérifier :

206t 2T 11— 24t - 2® — 612 25 43630 2t 393t — 1) - 23 4 31 1% — 3¢5 445 = 0.

Ici encore, on peut poser u = 1/t, v = u/? et xy = u?¥/3 . & = 22

x9 € Fy(u) est solution de

-z : la relation ci-dessus donne que

O=a5+v-22—323 —v-a9+1

oul0=a5+B-v) 25+ @ +v+9) 25+ (0 —3v+2) 25+ (w2 —v+3) 23— 207 23 + 1.

Aucune de ces deux équations n’a de solution x5 € F,(u). C’est donc que le point @ = (x,y) ne peut
pas exister. Ainsi, E4(K) ne contient aucun point de 9-torsion et M = 3. Ce qu’il fallait démontrer. [

7.2 Fonctions L des courbes E;,

Pour estimer le ratio de Brauer-Siegel Bs(E,;/K ), nous aurons besoin d’une expression suffisam-
ment explicite de la fonction L de E4/K. Nous démontrons donc dans cette section le Théoréme
ci-dessous. Pour ce faire, nous utilisons les définitions et les notations introduites aux Sections 2.1.2 et
2.1.3. En particulier, nous fixons un idéal premier f C Z au-dessus de p afin de disposer du caracteére
de Teichmiiller t : I[qu — @X. Pour tout entier d > 2, on note a nouveau t,, : IF;W") — @X les
caracteres (ot m € Oy(d)) dont I'ordre divise d construits a la Section 2.1.3. Avec ces notations :

Théoréme 7.2.1. Soit F, un corps fini de caractéristique p > 5 et K = Fy(t). Pour tout entier
d > 2 premier a q, nous notons & nouveau E4 la courbe elliptique sur K dont un modéle est (7.1). La
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fonction L de E4 admet alors l'expression suivante :

LEJET) = ] (1—jqu<m)(tm,tm,tm)-T“(m)>.
me0® (d)

ot, (’)513)(d) désigne 'ensemble d’orbites swivant :

0¥ (d) = {(Z/dZ ~{0,d/3,2d/3})/{(gmod d) si3|d

(z/d7 ~ {0}) /(g mod d) si31d,

et pour toute orbite m € Oés)(d), Uentier u(m) est le cardinal de l'orbite m et jyum) (bm; tm, tm) est
une somme de Jacobi.

La démonstration de ce Théoreme occupe le reste de la présente section. Nous utilisons & nouveau
des calculs élémentaires sur les sommes de caracteres.

7.2.1 Dénombrement de points rationnels

Dans tout le reste de la section, on fixe un entier d > 2 premier & gq. Nous débutons le calcul de
la fonction L de la courbe E; par un dénombrement de points rationnels sur les réductions de Eq
en différentes places de K. Pour tout 7 € P!(F,), on notera (Ey), la réduction en 7 d’un modeéle

entier et minimal (en la place v, de K correspondant a 7) de Eq. Ainsi, (Eq), est une courbe cubique
plane (éventuellement singuliére), sur le corps résiduel F,(7) de K en 7. Commencons par expliciter
un « bon » modele de Ey :

Lemme 7.2.2. L’équation affine
Ey: Y?2=X34 X% 8tiX + 16t (7.4)

est un modéle entier de (la partie affine de) la courbe Ey4/K. Celui-ci est de plus minimal en toute
place v # oo de K.

Démonstration. Le changement de variables (z,y) = (4X,8Y + 4X — 4t%) transforme (7.1) en
y? = 2% + 2 — 8tdx + 16t

dont le discriminant est A’ = —212¢34(27t1 4 1) (¢f. le formulaire de la Section 1.1.2). L’équation écrite
est clairement & coefficients dans F,[t], les entiers de K. En outre, comme 2 est une unité dans tous
les corps résiduels des places de K (la caractéristique de K est p > 5), ce modeéle est minimal en toute
place v de K, sauf en v = oc. O

Pour toute extension finie Fg/F, et tout 7 € P!(Fg), on pose

A(1,Q) == Q+1—#(Ey),(Fg).

A Daide du Lemme ci-dessus, on peut donner une expression pratique de A(r,Q) pour tout T #
0. Soit en effet 7 € P1(F,) \ {oco} : le modele (7.4) étant entier et minimal en 7, on peut utiliser sa
réduction en 7 pour calculer A(7, Q). Le Lemme 2.2.1 donne :

#(Ea),(Fo) =1+ #{(z,y) €F, | y* =2 +2° — 8tz + 1672}

=1+ Z (14 p(2® + 2 — 87% + 1672d))
zclFq

=Q+1+ Z w(z® + 2% — 87 + 167%9).
z€Fg

De sorte que, pour tout 7 € Fg, on a

A(r,Q)=Q+1— #@T(FQ) = — Z p(x® + 2 — 8rg + 1672d).

z€lFg

On peut alors démontrer 'identité :
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Proposition 7.2.3. Soit Fq/F, une ectension finie. Alors

Z A(TaQ) = - Z jQ(X?X?X)?

TEP(Fq) X€Z(d,Q)

ot la somme porte sur l'ensemble de caractéres Z(d, Q) défini ainsi :
—X
Z(d,Q) = {eré - Q ‘ x4 =1, # 1}-

Démonstration. Avant toute chose, rappelons que le type de réduction de la courbe E; en 7 = oo (cf.

Proposition 7.1.3) : si 3 | d, la courbe a bonne réduction en 7 = oo et la courbe réduite (Ey)_, a pour

équation (affine) y? —y = a3; si d n’est pas divisible par 3, la courbe E; a mauvaise réduction de type

additive en oo, d’ott A(00,Q) = Q + 1 — #(F4),(Fg) = 0. Nous reviendrons plus loin sur ce fait.
Pour commencer, nous séparons la somme a expliciter en deux parties :

S ArQ =A@+ Y A Q)
TEP(Fg) T€Fq

= A(0,Q) — Z Z pw(z® + 2? — 87 + 16729).

T€Fg z€Fq

On peut alors utiliser le Lemme 2.2.2 pour « réindexer » la somme sur 7 € Fg :

Z Z p(x® + 2 — 87 + 16724 = Z Z x(2) Z p(z® + 2% — 8zx 4 162%)

TEFg z€Fq x%=1z€Fq z€lFg

Z Z Z x(2)p(z® + 2% — 8za 4+ 162%) |,

x%=1 \z€Fq z€Fq

R =X . N .
la somme portant sur ’ensemble des caracteres x : Fg — @ dont la puissance d-iéme est triviale.
Pour démontrer la Proposition, il s’agit d’écrire les doubles sommes sur (z, z) sous la forme de sommes

de Jacobi. Pour un caractére quelconque x : Fé — @X, on pose donc
Eq(x) == Z Z x(2)u(x® + 2% — 8za + 162%).
z€Fq xzcFq
Alors on a

Lemme 7.2.4. Soit x : ]Fé2 — @X un caractére quelconque. Alors

0 st x est trivial
Eq(x) =1, .
Jo(x:x;x)  sinon,

ot jo(x, X, x) est une somme de Jacobi (cf. Section 2.2.2).

Afin de ne pas interrompre le calcul de )" _A(7,Q), nous différons la preuve de ce Lemme a la
Section 7.2.2 ci-apres. Pour I’heure admettons celui-ci. On peut appliquer identité du Lemme 7.2.4
a tous les caracteres x dont l'ordre divise d. On obtient alors

rePi(FQ) o
X

Définissons alors ’ensemble de caractéres suivant :
Z(d,Q) = {x FS = Q7 | xi=1,x%# 1}-

On distingue deux cas :
— Si d n’est pas divisible par 3, aucun caractere y : Fg — @X dont I'ordre divise d ne vérifie
x> = 1. Ainsi, dans ce cas, Z(d, Q) consiste en les caracteres non triviaux dont l'ordre divise d.
D’autre part, on a déja remarqué que A(oco, @) = 0 si 31 d. Il suit alors que

Z A(TaQ) :A(Oon) - Z jQ(X?X?X) =0- Z jQ(X7X7X)
TEPL(Fq) x%=1 X€Z(d,Q)
X#1

C’est I'identité recherchée.
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— Si maintenant d est divisible par 3, un décompte de points sur la réduction de F; en oo donne
facilement :

Ao, Q) = — 3 pla®+1/4).

z€lFg

Comme au Lemme 5.2.6, dégageons deux sous-cas :
— Ou bien 3 | ¢—1, auquel cas il existe deux caractéres non triviaux d’ordre 3 sur Fa notons-les

€ et £€2. Alors (cf. Proposition 2.2.7)
jQ(gvfag) :E(_l) jQ(gvf) et jQ(€2a£27£2) 252(_1) jQ(£27£2)
De plus, d’apres le Lemme 2.2.2 et la relation du Lemme 2.2.9, on a

—A00, Q) = Y pa® +1/4) = Y (1+&(2) +€(2)) ulz + 1/4)

z€Fqg z€Fq
=Y ulz+ 1)+ > @uz+1/4+ Y E@uz+1/4)
2€Fq z€Fq ZE]FQ
=0+&(— ) > &1 -2+ ). > 1 -2)
z'€Fq z'€fFq
— —E(—4)-1-jo(&n) — € (=4) - 1-jo(& p)
— —E(—4)E(4) -Jol&, ) — € (—4E(4) - jo (62, €2)

=—£(—1) - jo(& &) — &(-1) - jo(&,8).

Autrement dit, on vient de montrer que A(0o, Q) = jo(&,&, &) + jo(£2,£2,£2). Par suite, on

obtient
Y AMQ) =A(0,Q) = Y il X X)
TEPL(Fg) x4=1
x#1
= A(00,Q) —ja(6,6,€) —3e(€®6%,) — Y jeluxx)
x=1
x#1,6,€°
=0— > debexx)=— Y. deluxx.
x%=1 X€Z(d,Q)
x#1,6,¢°

— Ou bien 31 ¢ — 1 et Papplication z +— 2° est une bijection FZ) — Fa qui se prolonge en une
bijection ¢ : Fg — Fg. On peut donc « réindexer » la somme donnant A(oco, @) :

—A0,Q) = Y pla® +1/4) = Y p((x) +1/4) = Y p(z+1/4) =0,

zclFg z€Fg z€Fq

car pu n’est pas le caractére trivial. D’autre part, lorsque 31 ¢ — 1 aucun caractére non trivial
x de ]Fé ne vérifie x3 = 1. Ainsi, Z(d,Q) est formé dans ce cas des caractéres non triviaux
dont la puissance d-iéme est triviale. On a donc

Z A(Ta Q) = A(Oon) - Z jQ(XaX)X) =0- Z jQ(X?XaX)'

TEP(Fq) x%=1 X€Z(d,Q)
x#1

Nous avons démontré I'identité recherchée dans tous les cas. Ce qui conclut la preuve de la Proposition.
O

Remarque 7.2.5. Si d divise Q) — 1, cette Proposition conclut la preuve du Théoreme 7.2.1. En effet,
dans cette situation Oc(]g) (d) = Z/dZ ~ {0} si d n’est pas divisible par 3 (resp. (’)g”(d) = Z/dZ ~
{0,d/3,2d/3} si d est divisible par 3). On peut fixer un caractére xo : Fj, — Q" d’ordre exactement
deton a o
L(Eq/K,T) = H (1 _jq(X?NXgNX%) : T) )
J

ou j parcourt [1,d — 1] en évitant (le cas échéant) d/3 et 2d/3.
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7.2.2 Preuve du Lemme 7.2.4

Donnons a présent la preuve du Lemme 7.2.4. Rappelons que, pour tout caractere x : IE‘5 — @X,
on a posé

Bo(x) = Y D x(z)u(a® +2” — 82w +162%)

z€Fq xz€lFq
et que l'on souhaite écrire Eg(x) comme une somme de Jacobi si x n’est pas trivial.

Démonstration. Commencons par effectuer le changement de variables « z = 4z’ » dans la somme
extérieure puis séparons le terme « x = 0 » des autres :

Eq(x) = Z Z x(2)p(x® 4+ 2% — 8z +162%) = ¥(4) - Z Z x(2)p(® + 2?2 — 222 + %)

z€Fq z€lFq z'€Fg z€Fq

=X > X)) +xA) ) > X + 2 - 22w+ 27)

z'€Fq x#£0 z'€Fq

=xX(4)- > x()+xX@ D D x(Zua® +a® - 22w + 27),

z'#0 z#0 2’ €Fg
Pour x # 0 donné, on peut « réindexer » la somme sur 2z’ € Fg en posant y = 2'/xz — 1 (c’est-a-dire
= a(y+1))
Z x(p(a?® + 22 =220+ 2%) = Z (@(y + D)p(a® + 22 — 22%(y + 1) + 22 (y + 1)?)
2'€Fq yelFg

= x(@) > X+ Du@)’p@+1-2y+1)+ (y+1)°)

yelfq

=x(x) Y x+ Dyl + ),
y€Fq

Ainsi, en sommant la derniére identité sur les z # 0, on tire que

Eo(x) =X(4)- > x(Z)+x(4) - > x(@) Y xy+Du(z +y?)

z'#0 z#0 yeFq

XA - xE@)+x@ - D xw+ 1) [ D x(@)u + )

z'#0 yEFqg x#0

Si x est le caractere trivial, on a donc

Eq)=> 14+ > (D pa+y”) | =Q-1+ > | D ule+v*) -y

z'#£0 yeFg \z#0 yeFg \z€Fq
=Q-1+ > (0-p@)=Q-1- > uy?
yeFq y€Fq
=Q-1-) 1=Q-1-(Q-1)=0.
y#0

On suppose a présent que x n’est pas trivial. Alors ), £0 x(z) = 0 et x(0) = 0. Ce qui nous permet
d’écrire

Eq(x) =0+x(4)- Y xty+1) [ > x@)u(z+y?)

yeFq z€Fg

Mais, pour tout y € Fg, en utilisant & nouveau le Lemme 2.2.1, on obtient que

S o x@pz+y?) =Y x@) +p@+y) = Y x@)-#{tcFq | > =z+y°}

zeFq zclFq z€Fg
= Z x(x)-#{teFq | z=t—y’} = Z X —y?)
z€lFg teFg

=D xt—yxt+y).

telFg



208 CHAPITRE 7. COURBES ELLIPTIQUES Y2 + XY —t¢.Y = X3

Ce qui nous permet de transformer la somme Eqg(x) en

Eq(x) =X(4)- Y xw+1) [ D x@ux+y?) | =x4) - > xw+1) D x(t—yx(t+y)

y€eFqg x#0 y€eFqg teFq
XA >0 Y xt—yx(t+y)xy+1).
yelFq teFq

Réindexons enfin la double somme en posant (x1,xs,x3) = (t__—;’, t%y, Y+ 1) de sorte que
1 +aot+a3s=1, t—y=-2x;, t4+y=-—2x2 y+1=u2xs.
On trouve que

SUS -ty = S (=2e)x(=22)x(a3)

yeFq teFg T1+xo+r3=1

=x®)- Y x(@n)x(z2)x(zs)

r1+ratx3
= x(4) - Jo(x: x> x)-
Ce qui prouve que Eg(x) = jo(x, X, x) si x n’est pas trivial. O

7.2.3 Réindexation des caractéres

Par définition de la fonction L de E4/K (voir Lemme 1.3.15), on a

log L(E4/K,T) = Z > Armgh) N

n
n=1 TeP! (]Fqn )

A Daide de la Proposition 7.2.3, on peut maintenant exprimer la somme interne : pour toute extension

Fyn/Fy, on a
Z A(Ta qn) = - Z jq(XvaX)a

TEP(Fgn) x€Z(d,q™)

ol l'ensemble de caractéres Z(d,q™) est défini dans I’énoncé de la Proposition. Nous avons donc
démontré que

o0

o L(E/ET) =3 [ Sen | o

n=1 \x€Z(d,q")

On reconnait une fois de plus la situation étudiée a la Section 2.1.4. Pour toute extension finie Fg /F,
et tout caractere x de Fg, on pose donc

a(x, Q) =jo (X, X, x)-

Des vérifications assez similaires a celles que I'on a effectuées a la Section 5.2.3 montrent que la donnée
des o(x, Q) vérifie les hypothéses de la Proposition 2.1.15 (avec K =1 et £ = 3). On en déduit que

log L(Ea/K,T) = 3 1og (1= gt (b ton, tn) - T4,

meol® ()

ol (9513)(d) désigne ’ensemble des orbites de m de Z/dZ ~ {0} sous l’action de ¢ par multiplication,
duquel on a retiré les orbites {d/3} et {2d/3} si 3 divise d :

3) (Z/dZ ~ {0,d/3,2d/3}) /(g mod d) si3|d
0, (d) = .
(z/d7 ~ {0}) /(g mod d) si 31d.
On en conclut que
L(EyK.T)= ] (1 — Gt (boms By ) Tu(m)>
meol® ()

Nous avons donc terminé la preuve du Théoreme 7.2.1. On constate au passage que ’expression de
L(E4/K,T) obtenue est bien un polynéme en T', de bon degré (cf. (7.3)).
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7.3 Rang et valeur spéciale

Maintenant que nous disposons d’une expression assez explicite de la fonction L des courbes E;/ K,
nous pouvons étudier leur rang (analytique) et la valeur spéciale de leur fonction L en s = 1.

7.3.1 Conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer

La courbe E;/ K est donnée (en coordonnées affines) comme ’ensemble des zéros d’un polynéme qui
est somme de quatre monoémes. Pour démontrer que E, vérifie les conjectures de Birch et Swinnerton-
Dyer, nous appliquons donc le résultat de Shioda (Théoréme 1.4.15 & la Section 1.4.4).

Théoréme 7.3.1 (Shioda). Soit F, un corps fini de caractéristique p > 3 et K = F,(t). Pour tout
entier d > 2, premier a p, on considere la courbe Ey sur K, dont un modéle affine est

Y24+ XY -ty = X3,

La courbe elliptique Eq/K vérifie les conjectures de Birch et Swinnerton-Dyer (Conjecture 1.4.1). En
particulier, son groupe de Tate-Shafarevich III(Ey/K) est fini et le ratio de Brauer-Siegel Bs(Eq/K)
a un sens.

Démonstration. Soit d un entier premier & p et K = F,(¢). On définit g € F,[t, X, Y] par
gt, X, V) =Y2 4+ XY -tV — X3 =1-1°XY? +1.°XY —1- 14Xy —1-4°X3Y".

Le polyndéme g est une somme de quatre monoémes non nuls. Montrons qu’il satisfait la condition de
Shioda : on associe a g la matrice de ses exposants

0 0 2 -1
0 1 1 -1

Ag = d 01 —-1-4d|’
0 3 0 -2

dont le déterminant est det A; = d. En particulier, on a d(g) = | det Ay| # 0 mod p (car d est premier
a p) et g satisfait la condition de Shioda. Comme la (partie affine de la) courbe E;/K est définie
par 'annulation de g dans A?/K, elle vérifie la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer (Théoréme
1.4.15). O

7.3.2 Expressions du rang et de la valeur spéciale

En combinant I'expression explicite de la fonction L avec la conjecture de Birch et Swinnerton-
Dyer, nous pouvons exprimer le rang de E4(K) et la valeur spéciale L*(E;/ K, 1).

Pour tout entier d > 2, premier a la caractéristique de K = F,(¢), nous avons démontré (Théoreme
7.2.1) que la fonction L de la courbe E4 (donnée par (7.1)) s’écrit sous la forme d’un produit :

L(EyKT)= ] <1—jqu<m)(tm,tm,tm)-T“(m)).
meol? (d)

1

Comme nous sommes intéressés par I'ordre d’annulation de ce produit en T = ¢, nous posons la

définition suivante :

Définition 7.3.2. Pour tout entier d > 2, premier a ¢, on pose
Zq(d) = {m € 053) (d) ’ jqu(M) (tm,tm,tm) = q“(m)} ,

ainsi que son complémentaire V; (d) := O,(]S)(d) N Z,(d).
Démontrons alors la

Proposition 7.3.3. Soit d > 2 un entier premier a q et K =Fy(t). Le rang du groupe de Mordell- Weil
Ey(K) de la courbe E; donnée par (7.1) s’écrit

rang Eu(L) = #2,(d) = # {m € OP () | i (b b ) = 27}
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Démonstration. Comme la conjecture « faible » de Birch et Swinnerton-Dyer est vraie pour Eg (cf.
Théoréme 7.3.1), les rangs algébrique et analytique de E4 sont égaux, i.e.

rang Eq(K) = ordr_,—1 L(Eq4/K,T).

On peut invoquer les outils de la Section 3.1 pour trouver ’expression annoncée du rang car la fonction
L(E4/K,T) est un polyndme de forme convenable (avec K = 1). Plus précisément, si pour toute orbite

m € Oég)(d) on pose w(m) = jyuim) (b, tm, tm), le Lemme 3.1.4 (¢f. Exemple 3.1.9) donne directement
que

ordy_y-1 L(Eq/ K, T) = # {m € 0P(d) | wim) = q“(m)} = #2,(d).
O

Proposition 7.3.4. Avec les mémes hypothéses et notations, la valeur spéciale L* (Ed/K, 1) de la
fonction L associée a Eq/K s’écrit

L (Bo/K1) = ] wm)- [ (1_j‘I“<m>(tm’tm’tm)). (7.5)
)

meZq(d) mevy(d q

Démonstration. Une bonne partie du calcul a été faite a la Section 3.1. Pour la durée de la preuve,
notons 7 = ordp_,~1 L(Eq/K,T) = #2,(d). Pour toute orbite m € (9,(13)(11), on pose g, (T) =1 —
w(m)T™). Alors L(Eq/K,T) =[], 9m(T); et la Proposition précédente donne :

- 1—4T
meZ,(d) meV;(d)

(L—qT)7 ~ (1—qD)#2@ —

Mais alors, pour toute m € Z,(d) 'évaluation de gl"i(qu? en T = ¢! donne u(m) et pour toute

m ¢ Z,(d), I'évaluation de g,,(T) en T = ¢~ donne 1 — w(m) - ¢~*"™). Le produit de ces évaluations
donne la valeur spéciale L*(E;/K,1) et on trouve lexpression annoncée de celle-ci. O

D’autre part, comme la conjecture « forte » de Birch et Swinnerton-Dyer est vraie pour la courbe
E;/K,ona
#Hl(Ed/K) - Reg (Ed/K)

L*(Ed/K, 1) = (#Ed(K) )2

Cette derniére égalité montre que le produit (7.5) de nombres algébriques est en fait rationnel et
strictement positif.

7.3.3 Rang non borné

Dans cette section, nous démontrons rapidement un résultat de « rang non borné » sur K =
F,(t) pour la famille des courbes E,4. Il s’agit d’un cas particulier du théoréme général de Ulmer
[UlmO07b, Theorem 4.7] (voir également [Ulm11, Lecture 4, Theorem 3.1.1] et [Ber08, Theorem 4.2])
mais nous pouvons le prouver ici rapidement comme corollaire de la Proposition 7.3.3 et du Théoréme
de Shafarevich-Tate sur les sommes de Jacobi (Théoréme 2.4.4).

Proposition 7.3.5. Supposons que F, est un corps fini de caractéristique p > 5. Lorsque d parcourt
lensemble des entiers premier d p, le rang des groupes de Mordell-Weil E4(K) n’est pas borné :

limsup rang E4(F,(t)) = +ooc.
pged(d,q)=1

Démonstration. Pour démontrer la Proposition, comme la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer est
vraie pour toutes les courbes E;/K (Théoréme 7.3.1), il suffit de démontrer que

limsup ordy—,-1 L(Ey/K,T) = +o00.
pged(d,q)=1

Pour tout entier N € N*, posons dy = ¢~V + 1. Le Lemme 2.4.1 montre que 'ordre de ¢ modulo dy
vaut exactement o,(dy) = 2N.
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Par ailleurs, comme par construction dy divise ¢ + 1, on peut utiliser le Corollaire 2.4.6 du
Théoréeme de Shafarevich-Tate (Théoréme 2.4.4). On en déduit que, pour toute orbite m € Oég)(dN),
on a

jq“(m) (tm7 tm) tm) = qu(m) .
Aves les notations introduites précédemment, on a donc 24, = (9513)(dN). Par conséquent, le rang de
Eqy (K) vaut ordyp_,-—1 L(E¢/K,T) = #Z4, = #0® (dn) (cf. Proposition 7.3.3). Il faut maintenant
prouver une minoration de #(9((13)(dN) : pour tout diviseur d’ > 3 de dy, on a 04(d') < 04(dn) = 2N
et l'on en tire que

#OWP (dy) = Z éf’((ﬁilll)) > 1 Z o(d) > dy —¢(2) —¢(3) _ dn — 3

&'ldn 0 04(dn) & ldn 0q(dn) 2N
d'>3 d'>3
Mais, pour tout N > 1, on a logdy = log(¢"N + 1) > N -logq. Il s’ensuit que

deg loquN—3 dN
= >q 5
2N 2 logdyn log dn

rang EdN (K) =

la constante implicite ne dépendant que de ¢. Il est alors clair que la quantité minorante tend vers
+00 lorsque N — oco. C’est précisément ce qu’il fallait démontrer : le rang de Ey, (K) ne saurait étre
borné. O

7.4 Ratio de Brauer-Siegel des courbes £

Dans toute la suite de cette section, on fixe un corps fini IF; de caractéristique p > 5, on notera
K = F,(t) et, pour tout entier d > 2 premier & ¢, on consideére la courbe elliptique E;/K donnée
par le modele (7.1). Nous démontrons ici le résultat principal de ce Chapitre, a savoir que le ratio de
Brauer-Siegel des courbes F; admet une limite et que celle-ci vaut 1.

7.4.1 Majoration de la valeur spéciale

A partir de Pexpression (7.5), nous prouvons d’abord une majoration de la valeur spéciale L*(Eq/K, 1)
en termes de la hauteur H(E/K) de E4. Précisément :

Proposition 7.4.1. Pour tout entier d > 2 premier d q, la valeur spéciale L* (Eq/K, 1) de la fonction
L associée a la courbe Ey définie sur K par (7.1) admet la majoration asymptotique suivante :

log L* (Eq/K, 1)

log 1 (Eq/K) <0+o(1) (d — o).

Cette majoration est en fait une conséquence immédiate de [HP16, Theorem 7.5], qui donne une
telle majoration pour toute variété abélienne A/ K. Cependant, notre preuve est élémentaire et expli-
cite : nous prouvons en fait que

log L*(E4/K, 1 loglogd
0g (d/ )gc,.og;og7 (d = o0)
logH(Ed/K) log d

ou ¢ > 0 est une constante explicite et absolue, que I'on peut choisir ¢’ < 90.

Démonstration. 1l s’agit d’appliquer les résultats de la Section 3.1 a L(Ed /K, T), ce qu’il est loisible
de faire. Plus précisément, d’apres la Proposition 7.3.4, la valeur spéciale & étudier est le produit :

L*(Ey/K 1) = [ uwm)- ] <1 _ jq’“<m>(tmatmatm)> 7

meZq(d) meVy(d)

les produits portant sur les ensembles Z,(d) et V; (d) définis a la Section 7.3.2. On note pour simplifier
L(T) = L(E4/K,T) la fonction L de la courbe E4/K : c’est un polynome de la forme étudiée & la
Section 3.1. La Proposition 3.1.8 donne alors l'existence d’une constante absolue C' > 0 (qu’on peut
choisir < 5) telle que

d -loglogd

L*(Ed/K,l) < 3C -logq Tog d
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Se rappelant que H(Ed/K) = qL%J, nous en déduisons que

log L*(E4/K, 1 . )
og ( 1/ K, ) <3C logq- d+21 .d loglogdg?’c. 3 .d loglog d
log H(E4/K) | 2] - log g log d d—1 log d

loglogd
< 18C - —=—— =o0(1).
8¢ logd o(1)

Ce qui termine la preuve de la Proposition et de sa version explicite mentionnée ci-dessus. O

7.4.2 Minoration de la valeur spéciale

Démontrons & présent une minoration de la valeur spéciale L*(Ey4/K,1).

Proposition 7.4.2. Pour un entier d > 2 premier a q, la valeur spéciale L*(Eq/K, 1) de la fonction
L associée a la courbe elliptique Ey définie sur K par le modéle(7.1) admet la minoration suivante :

log L*(E4/K, 1
log L* (Ea/ K, 1) >0+0(1)  (d— oo).
log H (Ed /K )
Comme dans les chapitres précédents, la minoration de la valeur spéciale est plus délicate que
sa majoration. Ici, nous obtenons des résultats comparables aux précédents : a savoir que la valeur
spéciale L* (Ed /K, 1) est « asymptotiquement presque entiere ».

Démonstration. La preuve de cette Proposition est tres proche de la démonstration de la Proposition
5.4.3. Contentons-nous de détailler les points principaux de celle-ci. Dans un premier temps, on re-
marque que I'expression (7.5) fait intervenir un produit d’entiers ], . z,(a) w(m), dont le logarithme
est positif. On a donc

jgutm (b, by B
log L* (Ea/K,1) > log  [] (1 g . )> . (7.6)
meV;(d) q

La quantité apparaissant dans le membre de droite est du type étudié a la Section 3.2. Si 'on pose
y(m) = jgucm) (b, tm, tm) pour toute orbite m € O((IB)(d) et M = V;(d), cette donnée satisfait aux
hypothéses (i), (ii) et (iii) de la Section 3.2 : les arguments sont strictement similaires & ceux de la
Proposition 5.4.3.

Pour tout diviseur d’ > 3 de d, on note p’ I'idéal premier de Q((y/) qui est en dessous de S C Z et
on identifie le groupe de Galois Gal(Q(sr)/Q) & (Z/d'Z)*. Pour des raisons de compacité, on notera
G, = (Z/dZ)*, (p)ar et (q)ar les sous-groupes de G4 engendrés par p et ¢ respectivement. On peut

alors définir
ord, y (i,m’)
(d)i=o(d)- Y 01— ———d 4
v ( ) Oq( ) m’EGd//(q>d/ max{ 7 Oq<dl) : [Fq : IFP]

Lorsque 'on applique le Théoreme 3.2.2, on obtient la minoration

j u(m tmatmatm
log H <1']q a1 )> > —logq- Zw'(d’). (7.7)

meVy(d) d'|d

On cherche alors & exprimer w’'(d’) de fagon explicite afin de le majorer. Définissons & cet effet une
fonction en escaliers F': [0,1] — R par

2 simé[(),%]
F(z):=4q1 sixe]%,%]
0 size]?1].

Un calcul presque identique & celui mené au Lemme 5.4.4 (lors de la preuve de la Proposition 5.4.3)

conduit a
m'm
> ()

TE(p) g

W(d)=o(d)- S max{o, /0 Flt)dt —

m'€G g /{q)ar

1
#(p)ar
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et ce, pour tout diviseur d’ > 3 de d. On peut alors appliquer le Théoréme 3.4.1 d’équidistribution
comme au Lemme 5.4.5 et obtenir la majoration « forte »

w'(d")

— 0, 7.8
¢(d/) d'— 00 ( )
qui implique (¢f. Lemme 3.4.16) & son tour que
1 / U
Sy w'(d) ——0 (7.9)
d—o0
d'|d
d'>3

On combine alors les minorations (7.6), (7.7) et (7.9), on trouve que

log L* (Eq/K, 1)

7 > —logq-o(1) (d — 0).

Il ne reste finalement qu’a remarquer que log H (Ed /K ) ~ % -log g pour conclure la preuve. O

7.4.3 Lien entre valeur spéciale et ratio de Brauer-Siegel

Soit d > 2 un entier premier & . Comme la courbe F; vérifie la conjecture de Birch et Swinnerton-
Dyer (Théoréme 7.3.1), on peut utiliser la Proposition 1.6.4 pour relier le ratio de Brauer-Siegel
Bs(E4/K) & la valeur spéciale de la fonction L de Ey : lorsque H(E;/K) — oo, on a

log L* (Eq/K, 1)

Bs(Eq/K) =1+ tog 1 (Ba/ )

+o(1). (7.10)

Le terme « d’erreur » dans cette relation vient des bornes générales sur la torsion (Théoréeme 1.5.2)
et sur le nombre de Tamagawa (Théoréme 1.5.4).

Remarque 7.4.3. Ici, on connait explicitement le nombre de Tamagawa Tam(Ey/K) de la courbe
E,4. On a en effet démontré (Proposition 7.1.3) que, pour tout entier d > 2 premier a g,

3d < Tam(Eq/K) < 9d

et que H(Ey/K) = qL%J Il existe donc deux constantes c¢1,ce > 0 (ne dépendant que de q) telles
que
o logd < log Tam(E4/K) <e. log d
d log H(Eq4/K) d

Nous retrouvons en particulier [HP16, Theorem 6.5] sous une forme explicite : on peut choisir ¢; =
3/2logq et ca =12/ loggq.

7.4.4 Analogue du théoréeme de Brauer-Siegel

Nous pouvons déduire des résultats précédents le théoreme principal de ce chapitre :

Théoréme 7.4.4. Soit Fy un corps fini de caractéristique p > 5 et K = Fy(t). Pour tout entier d > 2,
premier d q, on considere la courbe elliptique Eq définie sur K par le modéle affine :

Y2+ XY — iy = X3,

Lorsque H(Ed/K) — 400 (ie. lorsque d — o0), le ratio de Brauer-Siegel %5(Ed/K) admet une
limite et celle-ci vaut 1 :

Bs (Ed/K) pged(d,q)=1
d—)-‘(-oo

En d’autres termes, on a

log (#111(E4/K) - Reg(Ea/K)) ~ log H(Ea/K) (d — o0).
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Démonstration. Partons de la relation (7.10) entre ratio de Brauer-Siegel et valeur spéciale :

log L* (Eq4/ K, 1)

%E(Ed/K) =1 + logH(Ed/K)

+ o(1).

Nous avons démontré successivement que

log L* (Ed/K, 1)

<0+o0o(1 d— oo
log H (E4/K) S ( )
a la Proposition 7.4.1, puis que

log L* (Ed/K, 1)

o5 2 (Ea/ ) >0+40(1) (d— )

a la Proposition 7.4.2. On en déduit donc que
1—0(1) <Bs(Ey/K) <1+0(1) (d — o0).

Ce qu’il fallait démontrer. O



Une famille issue des travaux de
Berger

Dans ce chapitre, nous étudions la famille des courbes elliptiques B, 4 définies sur K = F,(t) par
le modele affine

Baa: Y?2+tIXY —at?®Y = X® — (a+ 1)t?X?% + at?!X,

ot a € Fy~{0,1} et d est un entier premier & la caractéristique de K. Cette famille est 'un des exemples
donnés par L. Berger dans [Ber08] pour illustrer sa construction de courbes elliptiques satisfaisant &
la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer (cf. [Ber08, § 4.3, Example 6]).

Résumons les résultats que nous obtenons quant au ratio de Brauer-Siegel des courbes B, 4 dans
un théoreme.

Théoréme. Soit F, un corps fini de caractéristique p > 5 et K = Fq(t). Pour tout a € Fy ~ {0,1}
et tout entier d > 2 premier d p, on considére la courbe elliptique B, q définie sur K dont un modéle
affine est

Y24 t4XY —at®y = X3 — (a + Dt4X? + at®X.

Alors les conjectures de Birch et Swinnerton-Dyer sont vraies pour la courbe B, q/ K. En particulier
le groupe de Tate-Shafarevich III(B, 4/ K) est fini et le ratio de Brauer-Siegel Bs(Bq,q/K) a un sens.
Pour tout a # 0,1, lorsque d — oo, on a H(Bavd/K) — oo et

0+o0(1) <WBs(Bya/K) <1+0(1) (d— ).
En outre, dans le cas ot a = 1/2 € F; \ {0,1}, lorsque d est impair et d — 0o, on a

SBE(Bl/Q,d/K) —)ngd(d =1 1.
d impai;‘, d—oo

Autrement dit, pour d impair,

d
log (#IIL(Bi 2,4/ K) - Reg(B1 2,4/ K)) ~ log H(Bi 2,4/ K) ~ B} logg (d— o0).

Nous démontrons en outre un résultat nouveau quant aux rangs des groupes de Mordell-Weil
By.a(K) (voir Théoréme 8.3.10 et Corollaire 8.3.13).

Théoréme. Soit Fy un corps fini de caractéristique p > 5 et K =TF,(t). Dans la famille des courbes
elliptiques By q/ K (ot d > 2 est premier d q et a € Fg~\{0,1}), le rang rq,q = rang B, q(K) n’est pas
borné

limsup rang B, 4(K) = +oc.

pged(d,q)=1
a€F4~{0,1}

Nous prouvons en fait le résultat plus précis suivant : le rang des courbes By /5 4 /K n’est pas borné
lorsque d est un entier impair et premier a g. Ce théoréme n’est pas une conséquence directe des
résultats de D. Ulmer sur les courbes elliptiques de rangs non bornés (Voir [Ulm07b, Theorem 4.7]



216 CHAPITRE 8. UNE FAMILLE ISSUE DES TRAVAUX DE BERGER

cité dans [Ber08, Theorem 4.2]). Pour toute autre valeur de a € F, \ {0,1}, nous ne savons pas si le
rang des courbes B, q/K est borné ou non.

Les preuves de ces différentes assertions sont réparties dans ce chapitre comme suit. Dans la
premiére section, nous définissons les courbes B, 4 et calculons leur hauteur et conducteur (Proposition
8.1.5). Au passage, nous menons une analyse détaillée de la réduction de celles-ci (Proposition 8.1.4).
Dans la deuxiéme section, nous explicitons la fonction L, notée L(B,q/K,T) € Z[T], de la courbe
B4 par un calcul de sommes de caractéres (Théoreme 8.2.1). Le polynéme obtenu s’écrit en termes
de sommes de Jacobi et de sommes de Legendre. C’est un résultat nouveau. Nous rappelons également
pourquoi la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer est vérifiée par ces courbes elliptiques. La troisieme
section est dédiée a I’étude du rang de B, 4 et a I’expression de la valeur spéciale L* (Ba’d/K, 1). Nous
y démontrons entre autres P'assertion de « rang non borné » (Théoréeme 8.3.10 et Corollaire 8.3.13).
Malheureusement, notre connaissance des sommes de Legendre S, ()x;b) est trop incompléte pour un
parametre b € F, quelconque. C’est pourquoi, a partir de la quatrieme section, nous supposons que
b=0 (i.e. que a = 1/2) et que d est impair. Nous prouvons alors I’encadrement du ratio de Brauer-
Siegel annoncé (Théoréme 8.4.1).

8.1 Les courbes B, , premieres propriétés

Soit F, un corps fini de caractéristique p > 5 et K = Fy(t). Soit aussi a € F,, un parametre qu’on
suppose différent de 0 et 1. Pour tout entier d premier & p, on considére la courbe elliptique B, 4
définie sur K par le modele de Weierstrass affine suivant :

Baa: Y?+tIXY —at?>Y = X — (a+ 1)tX?% + at®’X. (8.1)

Les coefficients de (8.1) permettent de calculer, a 'aide du formulaire [Sil09, II1.1, p. 42] rappelé & la
section 1.1.2, le discriminant de ce modele :

A = a*(a — 1)*5(t2? + 8(2a — 1)t + 16).
Avec le méme formulaire, on peut également calculer I'invariant j de B, q/K :

(t?? +8(2a — 1)t? +16(a® — a + 1))?

3 BaalK) = = e ~ 17222 1 8(2a — 1) + 16)

En particulier, comme a # 0, 1, le discriminant A € K n’est pas nul, donc la courbe B, 4 est lisse.
De plus, 'examen du discriminant A de (8.1) montre que ce modele est entier et minimal en toute
place v de P!, sauf éventuellement en v = 0 et v = oo.

Par ailleurs, on constate que l'invariant j(Bg q/K) € K = F,(t) est une fraction rationnelle de
degré 4d > 0 en t : la courbe B, q/K n’est donc pas isotriviale. D’autre part, il est assez clair que
J(Bg,q/K) n’est pas une puissance p-ieme dans K, donc j(B,,q/K) est séparable.

Remarque 8.1.1. Noter une petite faute de frappe dans [Ber08, Section 4.4, Example 2] : le modéle
de Weierstrass y est écrit « y? + tdzy — at?dy = 2° — (a + 1)2? + at®¥z », ce qui n’est pas cohérent
avec la construction de B, 4. Voir la Section 8.2.4

Remarque 8.1.2. Comme la caractéristique p de Fy est > 5, I’élément 1/2 € F, est différent de 0 et
1. Dans le cas particulier oi a = 1/2 € F,, le discriminant du modele (8.1) de Bj /5 4 s’écrit simplement

A = 2745424 1 16),

et son invariant j vaut
24(t2d + 12)3

24 4+ 16
Le lecteur pourra facilement se convaincre que celui-ci est différent des invariants j des autres courbes
étudiées dans cette these. En d’autres termes, la courbe By /5 4/ K n’est pas isomorphe (sur K) a I'une
des courbes elliptiques étudiées dans les chapitres précédents.

J(Bij2,a/K) =

8.1.1 Analyse de la mauvaise réduction

Avant d’entamer I'analyse de la mauvaise réduction, démontrons un Lemme & propos d’un des
facteurs du discriminant A de B, 4.
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Lemme 8.1.3. Soit a € Fy, qu’on suppose différent de 0 ou 1, et d un entier premier a q. On note
Qa.a(T) = T?* +8(2a — 1)T* 416 € F,[T).
Le polynome Qq.q(T) admet 2d racines distinctes (nécessairement simples) et non nulles dans F,.

Démonstration. Le discriminant d, du polynéme quadratique q,(U) = U? + 8(2a — 1)U + 16 € F,[T]
vaut

60 = 8%(2a — 1)* — 8% = 16%a(a — 1).
Comme on a supposé a # 0,1, ce discriminant J, est non nul et I’équation g,(u) = 0 admet deux
racines distinctes ui, us dans Fy. Ni u; ni us ne peut étre nulle car ¢,(0) = 16 # 0. Chaque u; admet

donc d racines d-iemes distinctes dans F,, (car d est premier a ), on les note t; ; (j =0,...,d—1). Pour
tout ¢ € {1,2} et tout j € [0,d — 1], on a Qq,a(ti ;) = ga(u;) = 0. Ceci fournit 2d racines distinctes de
Qa,d, qui est de degré 2d. O

Rappelons que le discriminant du modele (8.1) de la courbe B, 4 vaut
A = a?(a— 1)t + 8(2a — 1)t +16) = a*(a — 1)%5Q, 4(t).

Les places v de K en lesquelles B, ¢ a mauvaise réduction sont exactement celles qui divisent A.
C’est-a-dire que B, 4 a mauvaise réduction en v = 0, en v = 0o et en les places v correspondant aux
racines de Qq,q(T) dans E. Comme dans les chapitres précédents, nous appliquons l'algorithme de
Tate pour avoir des informations plus précises sur ces réductions :

Proposition 8.1.4. Soit a € F, ~ {0,1} et d > 2 un entier premier a q. Notons 7 : By g — P! le
modéle régulier minimal de By q/F4(t). Le morphisme m a les fibres singuliéres suivantes :

e au-dessus du point 0o, la fibre 7=1(00) est de type 144 déployée.

e au-dessus des points a € Fy ot Qg a(a) =0, la fibre 7= (a) est de type 1.

Iy sid est pair,

o au-dessus du point 0 € P, la fibre 7=1(0) est de type ) i )
I§ sid est impair.

Démonstration. Les places v de K en lesquelles B, 4 a mauvaise réduction sont celles qui divisent le
discriminant A. En chacune de ces places, on applique l’algorithme de Tate [Tat75] tel qu’il est décrit
dans [Sil94, Chap. 4, §9].

e En v = ol a € F, est une racine de Q,,4, on a
ordy=q A(Bg,4/K) =1 et ordy=q j(Ba,q/K) = —1.

La réduction de B, 4 en v est donc de type de Kodaira I;. La contribution locale au discriminant mi-
nimal est donc ord,—q Amin(Ba,q4/K) = 1, le conducteur de B, 4 a un coefficient ordy—o N (Bgy,a/K) =
1 et le nombre de Tamagawa local vaut ¢ (Bg,qa/K) = 1.
e Pour étudier la fibre en v = 0, distinguons deux cas :
— Si d est pair, on pose ¢ = d/2 € N*. Le changement de variables (X,Y) = (t*°x,3¢y) dans le
modele (8.1) de B, 4 conduit a ’équation

y? 4 try — aty = 2° — (a + 1)2? + ax,

dont le discriminant est A’ = a?(a — 1)2(t?? 4 8(2a — 1)t? + 16) € F,[t]. On a ord,—o A = 0, donc
la courbe B, 4 a en fait bonne réduction en ¢t = 0. La réduction de ce modele en t = 0 s’écrit :

v =2% — (a4 1)2* + ax = x(x — 1)(z — a).
— Si d est impair, on pose ¢ = (d — 1)/2 € N*. Le changement de variables (X,Y) = (t*x, t3¢y)
dans le modele (8.1) de B, q conduit a I’équation
Y2 D 20 g @ED/2 03 (0 4 Va® 1 at’a

dont le discriminant est A’ = a2(a — 1)%t5(¢?¢ 4 8(2a — 1)t? + 16) € F,[t]. On a ord,—o A’ = 6 et
ordy,—o j(Eq(a)/K) = 0. L’algorithme de Tate s’arréte & 'Etape 6 : la réduction est de type If.
Cette fibre donne donc une contribution ordy=¢ Ampin(Bqg,a/K) = 6 au discriminant minimal, une
contribution ord,—o N (Bg,q/K) = 2 au conducteur. Il reste & calculer le nombre de Tamagawa
local en 0 : avec les notations de [Sil94, Chap. 4, §9, p. 367],

co(Baa/K)=1+#{B€F, | B —(a+1)8°+aB =0} = 4.

Le modele ci-dessus se réduit modulo ¢ = 0 en y? = z3.
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e Enfin, pour étudier la fibre en v = oo, on effectue le changement v = 1/t dans le modele (8.1) de
Bg,q. Ceci nous conduit a
Y24+ XY —auy = X3 — (a + Du?X? + au*? X, (8.2)
dont le discriminant est A’ = a?(a — 1)?u*?(16u? + 8(2a — 1)u + 1) et I'invariant j s’écrit
(16(a? — a + 1)u?? + 8(2a — 1ud +1)3
a?(a — 1)2u*(16u?? + 8(2a — 1)u? + 1)
En particulier ordy—co A(Bg,q/K) = ordy=o A’ = 4d et ordy—g j(Ba,q/K) = —4d. L’algorithme de
Tate s’arréte a4 Etape 1 : la courbe B, q/K a réduction de type Iig en t = co. La place v = oo
contribue pour ordy—oc Amin(Ba,q/K) = 4d au discriminant minimal et pour ord,—. N (Bga/K) =

1 au conducteur de B, 4. Par ailleurs, les tangentes & la courbe réduite en u = 0 (dans le modeéle
(8.2)), donnée par

j(Ba,d/K) =

Y2+ XY = X3,

en le point singulier (0,0) sont définies sur Fy : la réduction est donc déployée et ¢, (Bq,q/K) = 4d.

O
Résumons cette analyse dans un tableau :
Place Type de réduction ordy Amin(Ba,a/K) | ordy N(Baa/K) | ¢y(Bg,a/K)
Iy si d pair 0 0 1
v=20
I si d impair 6 2 4
V=
I, 1 1 1
(Qa(a) =0)
V= 00 I, déployée 4d 1 4d

Dans ce tableau, pour toute place v de P!, on a noté ord, Apin(Bg,q/K) la valuation en v du discrimi-
nant minimal de B, 4, ord, N (B, ¢/K) la valuation du conducteur de By g et ¢,(Bg,q/K) le nombre
de Tamagawa local en v.

8.1.2 Hauteur et conducteur

Gréce a l'analyse des fibres de mauvaise réduction de B, 4/ K effectuée ci-dessus, on peut calculer
sa hauteur et son conducteur.
Proposition 8.1.5. Soit a € F, ~ {0,1} et un entier d > 2 premier d q. Soit alors Bq 4 la courbe
elliptique sur K = F(t) donnée par le modéle (8.1). Alors sa hauteur différentielle vaut
H(Boa/K) =g,
De plus, on a
2d+1 sid pair
deg N (Bq.a/K) = o
2d+3 st d impair.

Démonstration. On reprend les informations obtenues a la Proposition précédente et rappelées dans
le tableau ci-dessus. Pour toute place v de K, on note F, son corps résiduel et d, = [F, : F,] son
degré. On obtient, en notant simplement Ay = Apin(Bq,a/K),

deg Amin = OI'd-O Amin ' dO + Z Orda Amin ' da + Ordoo Amin : doo
aEE
Qa,d(a)=0
=ordg Apin -1+ Y do+4d-1
aEE
Qa,d(a):()
6d si d est pair

= ordy—g Apin + de +4d =
=0 8 Qad {6(d +1) sid est impair.
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La valeur de la hauteur différentielle H (Bq,q/K) suit alors immédiatement, par définition de celle-ci.
Un calcul treés similaire conduit & P’expression voulue de deg N (B,Ld /K ) ]

Remarque 8.1.6. Comme la courbe B, 4 n’est pas isotriviale, sa fonction L est un polynéme a
coefficients entiers. A partir du degré du conducteur, grace a la formule de Grothendieck-Ogg-Raynaud
(Theoréme 1.3.11), on peut calculer le degré de celui-ci :

2d — 3 sid pair

deg L(B, 4/K,T) = deg N (Bya/K) + 4g(P') —4 =
8 ( al ) 6 ( al )+ 9(F") {Qd—l si d impair.

Remarque 8.1.7. Il est remarquable que ces invariants sont indépendants de la valeur du parametre
aeF,~{0,1}.
8.1.3 Nombre de Tamagawa

De la Proposition 8.1.4, on déduit également le nombre de Tamagawa de la courbe B, 4.

Proposition 8.1.8. Soit a € F, \ {0,1} et un entier d > 2 premier ¢ q. La courbe B, q/K a pour
nombre de Tamagawa « global »
Tim(Baa/K) = 9 44

ot e(d) =0 ou 1 est donné par d = e(d) mod 2.

Démonstration. On reprend a nouveau les informations obtenues durant la preuve de la Proposition
8.1.4 et compilées dans le tableau qui la suit : on a

Tam(Baa/K) = [[ co(Baa/K) =4 144,
U|Amin

avec e(d) valant 0 (resp. e(d) = 1) si d est pair (resp. impair). O
Remarque 8.1.9. En particulier, on remarque que

log Tam(Ba,a/K) (1 +¢(d))log4 logd

log H(B,.1/K)  log H(Bua/K)  log H(B,a/K)

avec logH(Ba,d/K) = Ld—glJ -logq > 10% -d. D’ou, pour d > 16,

logﬁm(Bayd/K)< 4  logd
log H(Buq/K) ~logqg d d—oo

On retrouve donc le Théoréme 1.5.4 dans notre cas particulier.

8.2 Fonctions L des courbes B, 4

Dans cette section, on calcule la fonction L des courbes B, 4 sous une forme explicite. Pour ce
faire, rappelons les notations introduites aux Sections 2.1.2 et 2.1.3 : on fixe un idéal premier B C Z

au-dessus de p et on note t : EX — @X le caractere de Teichmiiller associé. Pour tout entier d > 2,
premier a ¢, on dispose alors d’une famille de caractéres t,, : IFun(m) — @X dont l'ordre divise d
(m € [1,d — 1]). Rappelons également (Théoréme 2.2.21) que, pour tout b € F, ~ {1, —1} et tout

caractere x : F) — Q" sur une extension finie Fo/F,, il existe deux entiers algébriques a;(x) et By (x)
(de module /@) tels que

Solib) == > x(@)ug(a® +2bx + 1) = oy (x) + Bo(X)-
z€Fq

Avec ces notations, nous démontrons :

Théoréme 8.2.1. Soit a € F, \ {0,1} et d > 2, un entier premier & q. On pose b=1—2a € Fy \
{1,—1}. On considére da nouveau la courbe elliptique By q4 définie sur K = F,(t) par Uéquation (8.1).
La fonction L de B, q s’exprime sous la forme suivante :

L(Boa/Fo®),T) = (1 =qT) - T]  (1=30 - anltn) - T ) (1= 3, Bultm) - T,
me0? (d)
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o, comme précédemment, (9((12) (d) désigne l’ensemble des orbites

(d) = {(Z/dZ ~{0,d/2})/{(gmod d) sid est pair,

o (d
(z/dz ~ {0}) /(g mod d) si d est impair,

u(m) est le cardinal de l'orbite m € O,(]Z)(d) et, pour tout m € O,(f)(d), on a posé
I =t (=1) - yuom) (b t)
et ap(ty) et By(tm) ont la méme signification que ci-dessus.

Pour démontrer ce théoréme, nous utilisons la définition de la fonction L comme produit eulérien
et explicitons ses coefficients a 'aide de calculs élémentaires sur les sommes de caracteres. Le point
clé est I'identification de certaines sommes de caracteres sous la forme d’un produit d’une somme de
Jacobi et d’une somme de Legendre (Lemme 8.2.4). Le reste de la section est consacrée & la preuve
du Théoréeme 8.2.1.

Remarque 8.2.2. Le degré de la fonction L de B, 4 comme polynéme en T est cohérent avec le
degré du conducteur (cf. Proposition 8.1.4) et la formule (1.8). Notons également que, pour toute

orbite m € Oéz)(d), on a
(1= 30 cwltm) - 7)) (1= 30, Byltyn) - T
=1-J;, - 8uem (tm; ) em) 2 qulm) | p2u(m)

8.2.1 Comptage de points

On fixe pour toute la durée du calcul un élément a € F, \ {0,1} et un entier d > 2 premier a
q, on écrit & nouveau b = 1 — 2a # 1, —1. Pour tout point 7 € P! (Fy), on note v, la place de K lui

correspondant et (Bg 4). la réduction en v, d'un modele minimal et entier en v, de B, 4. La courbe

(Ba,aq), est donc une cubique plane irréductible (et parfois singuliere) sur le corps résiduel F, = F, (7).
Pour toute extension finie Fg/F,, on pose

A(1,Q) == Q+1—#(Ba.a),(Fq).

Pour expliciter L(B(Ld/K, T), il S’agit de « calculer » ces quantités (Lemme 1.3.15). Pour cela, il sera
commode de disposer d’un modele de Weierstrass « court » de B, 4 : & partir du modele (8.1)

Y24 t4XY — at®y = X3 — (a + D4 X? + at™X,
le changement de variable (z,y) = (4X,8Y + 4t(X — at?)) donne 'équation (affine)

Ei: =2 +t(t —4(a+ 1))z” + 8at?d(2 — t%)x + 16a%t*? (8.3)
dont le discriminant vaut A = 2'2¢%(a — 1)%¢54(¢?¢ 4 2(2a — 1)t? + 16). Ce dernier ne differe du
discriminant calculé & la Section 8.1 que par une puissance de 2, qui est inversible dans K. Autrement
dit, le modele (8.3) est entier et minimal en toute place v # 0, co. D’autre part, on remarque que pour
tout x € Fg,

2® + (¢! — d(a + 1)z” + 8at?¥(2 — tx 4 16t = (x — 4at?) (2 + t2(t? — 4)x — 4at®?).  (8.4)
Dans cette section, on démontre que

Proposition 8.2.3. Pour toute extension finie Fo/F,, on a

YA Q =-Q— > x(-1)-iglxx) Solx:b),

TeP(FQ) X€Y (d,Q)

ot Y (d, Q) est l’ensemble suivant de caractéres :

Y(d,Q):{x:]Fé%@X | x*'=1, X#l,u}-
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Démonstration. Soit 7 € P*(Fg), on suppose dans un premier temps que 7 # 0, 00 et on note (Bq,q)., la
réduction de B, 4/K en 7. C’est une courbe projective, dont un modele affine est (8.3). Commencons
par dénombrer les points Fg-rationnels sur cette courbe. Une fois pris en compte 'unique point a

infini de (B, q) .d),, on peut utiliser le Lemme 2.2.1 pour compter les points affines sur (B,.q).

#m (Fo) = 1+#{ z,y) EIE‘Q | Y (x — dat )($2+7d(7d—4)$—4a73d)}
=1+ Y #{yeFa | 4 = (@ —dar)(a? + 710" — Do — dor™}

z€Fq
=1+ Y (1+p(@—4ar?) (@ + 74" — Ya — dar™)))
z€Fq
=Q+1+ Z i ((z —dar®)(2® + 7474 — 1)z — dar®h)) .
z€Fq

1l suit de cette égalité que, pour tout 7 € P(Fg) \ {0, 00},

A Q) == (@ —4ar")(@® +7(r" — 4)z — 4a7™)) .

z€lFg

En la place 7 = 00, la courbe B, ¢ a réduction multiplicative déployée (cf. Proposition 8.1.4) donc on
a A(co,Q) = 1. Enfin, en v = 0, la courbe B, 4 a bonne réduction si d est pair et mauvaise réduction
additive si d est impair. Nous avons vu pendant la preuve de la Proposition 8.1.4 que, dans le cas ou
d est pair, un modele affine de (Bq q), est

y* = 2(r —1)(z — a).

Un calcul similaire & celui qu’on vient d’effectuer pour 7 # 0, co conduit alors a

si d est impair.

A0,Q) = {(; ZweFQ wz(z —1)(z —a)) sidest pair

On peut alors sommer les quantités A(7,Q) sur 7 € P1(Fg) et mettre & part les termes 7 = 0 et
T=00:

Y. AMQ) = A(x,Q)+A0,Q) + > A(rQ)
TEP(Fq) TEFY

Aoo,Q) + A(0,Q) — Z Z ((z — dar?)(2* + 74(7% — 4)z — 4ar™?)) .

Teky v€Fq

En utilisant le Lemme 2.2.2, on peut « réindexer » la somme :

— Z AT, Q) = Z Z ] ((x — 4(1Td)(.’E2 + Td(Td — 4z — 4a7'3d))

TEFY rery 7€Fq

= Z Z x(2) Z 1 ((z — 4az)(2® + 2(z — 4)z — 4az?))

zeF5 \X d=1 z€Fq

=D | 2 D x(u((w — daz)(@® + 2(z — )z — daz?)) |,

x4=1 ZepsweFQ

3 N X X . N
la somme externe portant sur 'ensemble des caracteéres x : Fr, — Q dont la puissance d-ieme est
triviale. Il s’agit a présent d’expliciter les doubles sommes internes en termes de sommes de Jacobi et

de sommes de Legendre. Pour un caractére quelconque Yy : Fé) — @X, on pose

= Z Z x(2)p ((z — 4az)(2® + 2(z — 4)z — 4az”)) .

ZE]FZ? x€Fqg

Nous démontrerons a la Section 8.2.2 ci-dessous le
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Lemme 8.2.4. Pour tout caractére x : ]Fg — @X, on a

Mo (x) Q+1 si x est trivial,
o) =3 '
X(—1)-jo(X,X) - So(x;b)  sinon.

Admettons cette identité pour le moment et utilisons-la pour expliciter > p: (Fo) A(1,Q). On a

Y. AMQ) = A(0,Q) + A, Q) — Y Mo(x)
=1

TePL(FqQ)

A(0,Q) +1— Mq(1) + Y Mo(x)

=—Q+A0,Q) - > X(-1)-jo(X. %) - Sq(%;b)
oy

=—Q+A0,Q) — > x(=1)-je(x, X) - Se(x; b)- (8.5)
A

La derniére égalité vient du fait que ’ensemble des caractéres non triviaux dont 'ordre divise d est
stable par x — X. Pour conclure la preuve de la Proposition 8.2.3, posons Y (d, Q) 'ensemble de
caracteres défini dans I’énoncé de celle-ci et distinguons deux cas :
— Si d est impair, on a A(0,Q) = 0 et le caractére u n’est pas un caractére dont l'ordre divise d.
Donc Y (d, Q) est formé des caractéres non triviaux de ]Fg dont la puissance d-iéme est triviale
(i.e. la condition x # p dans la définition de Y (d, @) est superflue). D’apres (8.5), on a

> AMQ) =—Q+A0,Q) — Y x(—=1) - jo(x: %) - So(x;b)

TEPI(FQ) Xdzl
x#1
=—Q— > x(=1-jelxx) - Selx:b).
XEY (d,Q)

C’est ce qu’il fallait démontrer.
— Si maintenant d est pair, on a vu plus haut que A(0, Q) s’exprimait sous la forme

A0,Q) =~ nla—1)(z —a)).
z€Fq

Remarquons d’autre part que, si x = p est le caractére d’ordre 2, on a jo(u,p) = p(—1)
(Proposition 2.2.7) et donc, d’aprés le Lemme 8.2.4 et la Proposition 2.2.14,

Mo (p) = p(=1)*Sq(u;b) = = Y pla(z - 1)(z - a)) = A(0,Q).
z€Ffq

Comme d est pair, le caractére d’ordre 2 intervient dans expression (8.5). On obtient

Y AMQ) =-Q+A0,Q) — Y x(—1)-jo(x. x) - Sq(x;b)

TePL(Fq) x4=1
X#1
= —Q+A(0,Q) — A(0,Q) — Y x(—1)-jo(x.x) - Sq(x;b)
X
=-Q— > x(-1)-jolx.x) - Sqlx;b).
X€Y (d,Q)

Ce qui termine la preuve de la Proposition 8.2.3.

8.2.2 Preuve du Lemme 8.2.4

. . N =X
Dans cette section, nous démontrons le Lemme 8.2.4. Pour tout caractere x : ]FZ2 — Q" (dont
Pordre ne divise pas nécessairement d), nous avons posé :

Mo(x) := Z Z x(2)p ((x — daz)(2® + 2(z — 4)z — 4az?)) .

zEFéxeFQ
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Et il s’agit d’expliciter Mg(x) en fonction de sommes de Jacobi et de sommes de Legendre.

p . . =X . ,
Démonstration. Soit donc x : IE‘(S — Q" un caractere quelconque. Découpons la preuve du Lemme
8.2.4 en trois parties : premieremenent, nous écrivons Mg () sous une forme plus pratique, ensuite
nous concluons le calcul dans le cas ot x = 1 et enfin, nous traitons le cas ou y # 1.

Mise en forme de Mg(x). Partons de la définition
Mqg(x) = Z x(2) Z 1 ((z — 4az)(2® + 2(z — 4)z — 4az?))
ZEFS CEG]FQ

On amorce le calcul en réindexant la somme intérieure par « x = zy » (ce qui est licite car la sommation
sur z porte seulement sur z # 0) : pour tout z # 0, on a

Z 1 ((z = daz)(z® + 2(z — 4)x — 4az®)) = Z w(zy — daz)p(2%y* + 2*y(z — 4) — 4a2®)

z€Fqg yeFg
= > u(z) - wly — 4a)p(*)u(y® + y(z — 4) — 4az)
yeFq
= u(2) Y py —da)u(y® +y(z — 4) — 4az)
yeFg
= u(2) D wly —da)p((y — 4a)z + y* — 4y).
y€eFq

Dans cette somme, le terme « y = 4a » ne contribue pas car p(0) = 0, on peut donc réécrire celle-ci
sous la forme

> uly —4a)u((y —4a)z +y* —4y) = > p(y —4a)u((y — 4a)z + y(y — 4))

yelfq y#4a
—4
=Y ply —4a)’p (z + y(y))
y#da y —da
—4
_ Zu(ery(y )).
y#da y—da

car u(y — 4a)? = 1. Ainsi, pour tout z # 0, on a

> n(( —da2)(@® + 2z~ d)a —4az*)) = p(z) - Y p ( " w) |

z€Fg y#4a

Exploitons cette identité dans la somme Mg (x) : aprés intervertion des sommes, il vient

_ sl - LYy —4)
Mg(x)—;@;ém u(2) y}ﬂ:au( =)

- S v (- y(y —4)

- y#da \ zery v )M( " y—da )

Examinons & présent les sommes internes. Pour tout Y € Fg, on a

S x(@uEn+Y)= > x(@u)Pu(1+Yz) = Y x(@p(1+Yz).

X X
ze]FQ z€F

X
Q z€F,

SiY =0, on a donc
> xEuEr(E+Y) =Y x(2).

zeFé 2#0
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Si maintenant Y # 0, on peut poser « u = —Y z~! » et on obtient que
S @YY = 3 -Yu - w) = x(-Y) - Y Xwu (1)
2€Fy u€l u€F

XEY) D X (1 =) —x(0)

u€lFqg
= —x(=Y) (Go(x; 1) +x(0)).

Ce qui permet (en posant Y = y(y — 4)/(y — 4a)) d’exprimer Mg(x) sous la forme :

Mot = X | 3 wtenteln (= + 2

y#da \ zeFy
=2 x(2) = (Ge(xn) +X(0)- > X(W)
pord y#0,4,4a
, YW=\ S0y y(-1)- yly—4)
_2§)X )-Jo(X: 1) y¢§4ax<y4a> X0)-x(=1) #02’4“74&)((1/4@)'

(8.6)

Il convient alors de distinguer deux cas :

Calcul de Mg(1). Supposons d’abord que x est le caractere trivial 1. D’apres Iidentité (8.6) dé-
montrée ci-dessus, se rappelant que jo(1, 1) = 0 (¢f. Proposition 2.2.7), on a

Mo(1)=2Q-1)-1- Y 1<y;y__43))+0.

y#0,4,4a

D’ou finalement,

Ma(1) =2(Q-1)-(Q@—-3)-0=Q+1.

Calcul de Mg(x) (x # 1). Supposons maintenant que x n’est pas trivial. Alors x(0) = 0 et
2.0 X(2) = 0. Lorsque I'on reporte ceci dans (8.6), on obtient que

-9

Mg(x) = —x(-1) 3o, m) - Y X<y—4a

y#0,4,4a

Dans cette somme, les termes « y = 0 » et « y = 4 » ne contribuent pas si on les rajoute (car x(0) = 0).
Ce qui nous permet d’écrire, en posant y = 4x :

NN yly—4)
Mo(x) = —x(=1) - jo(%, 1) y;ax< y—4a>
= —x(=1) -jo(x: 1) - Y _x (W)
r#a
=—x(—4)-Jo(; 1) - ZX (zgcx—al)) '
r#a

On peut alors appliquer la Proposition 2.2.14 : pour x non trivial et b =1 — 2a, on a
z(x —1) 9
—ZX w—a )T ZX(Z)'/‘Q@ +2bz +1) = So(x; b).
T#a z€Fq

De plus, on a jo(xX, 1) = X(4) - jo (X, X) (cf. Lemme 2.2.9). Nous avons donc démontré que

)
Mqo(x) = x(=1) - Jo(X; X) - Sq(x; b)-
)

En outre, il est clair que x(—1) = x(—1

et que Sg(x; b) = S(x;b) (Proposition 2.2.12). Nous obtenons
finalement 'identité annoncée : Mg (x) = X

X(=1) -Jje(x.X) - SQ(X»b) u
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8.2.3 Réindexation de caractéres

On procede a présent comme dans les chapitres précédents : une fois que ’on a obtenu, pour tout
n = 1, une « bonne expression » pour ) __p: (Fon) A(1,q™) sous la forme d’une somme, on peut utiliser
q

les méthodes de la Section 2.1.4 pour obtenir Pexpression de L(B,,q4/K,T). Pour toute extension finie
Fyn /F,, la Proposition 8.2.3 donne

Y. Amg)=—"= Y x(-1) g () - S (i1 - 2a),

TEP (Fyn) XEY (d,q™)
la somme portant sur ’ensemble suivant de caracteres :
n —X
Y(d,q):{x:F,Tn%Q dezl,mél,u}-
Par construction de la fonction L de la courbe B, 4/K (voir Lemme 1.3.15), on a
oo Tn
1 — ny | 22
OgL(Bmd/Kv T) Z Z A(Taq ) n
n=1 \7€P!(F,n)

Ainsi, vu l'identité ci-dessus (ot 'on a posé b =1 — 2a), on a

Z% —¢" = > X(=1)-3gn (6 X) - Sgn(x,0)

n=1 XEY (d,q™)

log L(Bqy,q/K,T)

o0

-3 (q?n > 1 D XD der (6 X) - San(x:b)
n=1

n=1 \x€Y(d,q")

n
n .

La premiére de ces deux sommes est aisée a calculer :

- Z (qz:)" = log(1 — ¢T).

Pour expliciter la seconde somme, on fait appel a la Proposition 2.1.15. Pour toute extension Fq/F,

et tout caractere non trivial x : Fg — @X, posons a cet effet

o(x; Q) == x(=1) - je(x;x) - Sq(x;b)

et vérifions que cette donnée satisfait aux hypotheses de la Proposition 2.1.15 (avec K = 2 et £ = 2).
D’une part, il est clair que o(x, Q) = o(x%, Q) car o(x, Q) est défini comme un produit de sommes
portant sur Fg. D’autre part, pour toute extension supplémentaire Fgs /Fg, on note X&) = yoNg os /Fo

le caractere de Fg déduit de . Les sommes de Jacobi vérifient une relation de Hasse-Davenport a
lordre 1 (Théoréme 2.2.20) donc

jor (X, X)) = jo(x, x)*.

En outre, les sommes de Legendre Sg(x;b) vérifient une relation de Hasse-Davenport a lordre 2
(Théoreme 2.2.21) : il existe deux entiers algébriques ay(x) et By(x) tels que

Sos (x'V50) = ay(x)* + Br(x)°
Dans la suite de ce chapitre, ap(x) et 8y(x) auront toujours cette signification. On en conclut que
o(x?, Q%) = X (=1) - jo: (X", X)) - Sq- (X', )

=Xx(=1)* - jo(x:x)* - (aw(x)® + Bo(x)®)
= (x(=1) -Jo(x: x) - ()" + (x(=1) -5, X) - Bo(x))” -

Autrement dit, nous avons vérifié que o(x, Q) satisfait une relation de Hasse-Davenport a l'ordre
K = 2 (au sens de la Proposition 2.1.14). Posons temporairement

wi(x) = x(=1) -Jox, x) - aw(x) et walx) = x(=1) -jo(x, X) - Bu(X)-
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Le raisonnement ci-dessus montre que les o(x, Q) satisfont les deux hypotheses de la Proposition
2.1.15 (avec K =2 et £ =2). On a donc

_ i Z a(x, Q) % = Z log ((1 —wi (tm) . Tu(m)) <1 _ UJQ(tm) . Tu(m))) .

n=1 \ xeY(d,q") mGOéz)(d)
Nous avons donc prouvé que
log L(Bg,a/K,T) =log(1l — ¢qT) + Z log ((1 — w1 () - T“(m)) (1 — wa(ty,) - T"(m)>) .
meo'? ()
En revenant & la définition de wq(t,,) et wa(t,,), on en déduit facilement que L(B, /K, T) s’écrit
L(Baa/K.T) = (1=aT) - I (1= 3 aultm) - 70) (1= 3, - By(tyn) - TV,
me0® (d)
q

o J7, =t (=1)j ucm) (tm, t1). Ceci termine la preuve du Théoreme 8.2.1.

8.2.4 Conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer

Soit F, un corps fini de caractéristique p > 5 et K = F,(t). Soit a € F, \ {0,1} et d un entier
premier & ¢. Considérons la courbe Y, 4 C P! x P! définie sur K par I'équation

Yaa: 4 wzo(xo —z1)yo(yo — y1) = 2193 (w0 — axy), (8.7)
dans les coordonnées ([xg : z1], [yo : y1]) sur Pt x PL. Cette courbe admet au moins un point rationnel

(par exemple ([0 : 1],[1:0])) et, d’apres [Ber(08, Section 3], elle est lisse de genre 1 (si a # 0,1 et si d
est premier & p). Un ouvert affine de celle-ci est donné (dans les coordonnées x,y sur Al x A!) par :

ﬁ—td-y(y—l)zo.

Autrement dit, Y, 4 est une courbe du type considéré au Théoreme 1.4.17. Relions maintenant la
courbe Y, g & B, 4 (définie par le modele (8.1)).

Proposition 8.2.5. Soit d un entier premier ¢ q et a € Fy \{0,1}. Soit By 4 la courbe définie sur
K =T,(t) par (8.1) et Y, q la courbe définie sur K comme ci-dessus.
Les courbes By q/K et Yy q4/K sont birationnelles.

Démonstration. Partons de 1’équation (8.7) donnant Y, 4 comme une courbe dans P! x P!. Multiplions
(8.7) par z;%y; 2, on obtient :

(2)a o))
To/) Y1 \U1 Zo Zo

)(1:ﬂ et }q:yo(zl—1>,
Zo Y1 \To

Soit alors

I’équation précédente se réécrit
Y (Y1 — X1+ 1) = X1 (1 —aXy)(1 — X)),

ce qui, une fois développé, donne

tY2 -4 X1y + 1Y) = aXP — (a + 1) X+ Xy
On multiplie maintenant cette relation par a?t3¢ :

(at®?y7)? — t%(at? X 1) (at®¥V7) + at®*¥(at®?Y7) = (at?X,)® — (a + 1)t%(at?X1)? + at®d (at?X,)
et on effectue le changement de variables (Xs, Ys) = (ath 1, —atdel) ; ce qui nous amene a 1’équation :
YE + 91XV — at??Ys = X3 — (a + 1)t X3 4 at®? Xo.

On reconnait ici le modele de Weierstrass affine de B, 4/K donné en (8.1). En résumé, il y a une
application rationnelle Y, 4 --+ B, 4, donnée par :

x1

x
([xo cx1], [yo yl]) €Yyar—r (atd;, —ath? ( — 1)) = (X2,Y3) € By q.
0 1

Et celle-ci est dominante. Les courbes Y, 4 et B, 4 sont donc birationnelles (sur K). O

Zo
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En d’autres termes, d’apres la Proposition ci-dessus, la courbe Y, 4 (définie a priori comme une
courbe C P! xP), admet en fait une description comme une cubique plane munie d’un point rationnel.
Définissons deux applications rationnelles f, g : P! — P! par f(z) = (x—a)/z(z—1) et g(y) = y(y—1).
Comme on I’a dit plus haut, un ouvert affine de la courbe Y, 4 est donné (sur K = FF,(¢)) par 'équation
f(z) —t?- g(y) = 0. Et la Proposition précédente montre que B, 4/K et Y, 4/K sont birationnelles.
Le théoreme [Ber08, Theorem 2.3] (voir Théoréme 1.4.17) implique alors immédiatement le résultat
ci-dessous :

Théoréme 8.2.6 (Berger). Soit Fy un corps fini de caractéristique p > 5 et K = F,(t). Pour tout
a € Fg~{0,1} et tout entier d > 2 premier d q, on considére la courbe elliptique B, q définie sur K
par (8.1). Les conjectures de Birch et Swinnerton-Dyer (Conjecture 1.4.1) sont vraies pour la courbe
By.a/K. En particulier le groupe de Tate-Shafarevich III(B, 4/ K) est fini et le ratio de Brauer-Siegel
Bs(Ba,a/K) également.

8.3 Lecasoua=1/2

Soit F, un corps fini de caractéristique p > 3 et K = F,(¢). On fixe un entier d > 2 premier a
q. Dans cette section, nous étudions plus particulierement la courbe By /3 4/ K, pour laquelle on peut
expliciter plus avant sa fonction L. En particulier, nous examinons en détail le rang de B /5 4/K : on
démontre qu’il peut étre arbitrairement grand lorsque d varie.

Du point de vue de [Ulm13], le cas ol @ = 1/2 est celui ot la courbe B, 4/K acquiert des automor-
phismes supplémentaires. On devrait pouvoir redémontrer le résultat de rang non borné (Théoréme
8.3.10) dans le style de [Ulm13, §7].

8.3.1 Retour sur les sommes de Legendre

Pour tout caractere x : Fy¢ — Q" et tout b e F, ~ {—1,1}, nous avons posé (Section 2.2.3) :

Se(x:0) = = Y x(@)pg(a® + 26z + 1).
z€F,

Comme nous ’avons rappelé a la Section 8.2, ces sommes vérifient une « relation de Hasse-Davenport »
a lordre 2 : pour tout b # %1 et tout caractére non trivial y, il existe deux entiers algébriques a;(x)
et By(x), de module /g dans tout plongement complexe, tels que

Sq(x;b) = aw(x) + Bu(x) et s (X)Be(X) = q-

Ces faits ont été démontrés aux Théoreme 2.2.21 et Corollaire 2.3.5. Pour b = 0, nous pouvons
expliciter complétement ap () et Bp(x) comme suit.

Proposition 8.3.1. Soit x : F* — @X un caractére non trivial. On note & nouveau ag(x) et Bo(x)
les entiers algébriques associés a la somme Sy(x;0) comme ci-dessus. Alors, & permutation de ag(x)

et Bo(x) pres,
o six(—1)=-1,
ao(x) =i-vq et Polx)=—i /g

o six(—1) =1, il existe un caractere 0 : F$ — Q" tel que x = 62 (Lemme 2.1.1) et
ao(x) = 0(=1) - jq(0, 1) et Bo(x) = p(=1)6(=1) - jq (- 0, ).

Démonstration. Premiérement, si x(—1) = —1, on a S;(x;0) = 0 (¢f. Proposition 2.2.13). Or, la seule
paire {a, 3} de nombres complexes conjugués de module /g qui vérifient « + 3 = 0 et a- 5 = ¢
est {+i\/q, —i,/q}. Quitte a permuter les roles de ag(x) et Bo(x), on a donc bien ag(x) = i-,/q et
Bo(x) = ao(x) = —i-+/q. Si maintenant x(—1) = 1, on peut fixer un caractere ¢ tel que x = 62
(Lemme 2.1.1) et 'on a (d’aprés la Proposition 2.2.13 encore)

S4(x;0) = 0(=1) - jg (0, 1) + p(=1)0(=1) - jo (10, ).

Dans cette expression, 6 et fu ne sont pas le caractére trivial (sans quoi x = 1...). On peut donc utiliser
la Proposition 2.2.7 & deux fins. D’une part pour constater que, dans tout plongement complexe, on
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a ljqg(0, 1) = lig(nf, )| = \/q. D’autre part pour exprimer les sommes de Jacobi jq (0, 1) et jq (10, 1)
en termes de sommes de Gauss :

gq(0) - g4(1)

gq (uo) - gq (1)
8q(110) '

gq(0)

Pour démontrer les égalités recherchées, il reste donc & montrer que 8(—1)j4(6, 1) et pd(—1)jq(ud, p)
sont conjugués, i.e. que le produit de 6(—1) - j,(0, 1) et de p(—1)0(—1) - jo(ub, p) vaut g. Or, la
Proposition 2.2.5 fournit la relation g,(1)? = pu(—1)g et Pon en déduit que

Jq(0, 1) = et jo(uo,p) =

(O(=1) 340 2)) - (u(—1)0(—1) -3 (0. 12)) = (1) - o(—1)? - BaL0)~Ealit)  €a(110) - 8o(1)

gq(10) 8q(0)
= pu(=1)-0((-1)*) - g(n)?* = p(=1)* - ¢ = q.
On a donc bien, & permutation de ag(x) et Bo(x) pres, les égalités voulues. O

Remarquons que le cas « b= 0» (i.e. a = 1/2) est le seul o1 'on sait expliciter autant les sommes
Sy(x;b). Cest 'un des facteurs limitants dans notre étude des courbes B, 4 (et plus généralement des
courbes elliptiques dont la fonction L fait intervenir ces sommes).

8.3.2 La fonction L(Bl/gvd/K, T) dans le cas ou d est impair

Supposons encore que a = 1/2 et ajoutons I’hypothése que 'entier d est impair. On peut alors
écrire la fonction L de la courbe By /5 4/ K uniquement en termes de sommes de Jacobi. Pour clarifier
les notations, nous noterons 6,, : ]quu(n) — @X les caractéres associés a Uentier 2d (n € [1,2d — 1]), ¢f.
Section 2.1.3.

Théoréme 8.3.2. On notea =1/2 € F, et b=1—2a =0. Soit d > 3 un entier impair et premier d
q. On considére ici la courbe elliptique By 9 q définie sur K = F,(t) par [’équation (8.1). La fonction
L de By 4 s’exprime sous la forme suivante :

L(BiyoafFo(),T) = (=) T (1= 0u(=1) gucr (B 1) - g (62, 82) - T,
neo® (2d)

ot O((]Q)(Qd) désigne l'ensemble d’orbites suivant :

0P (2d) = (2/2dZ ~ {0, d}) /(g mod 2d)
et les caractéres 0, : IFun(n) — @X sont ceuz qui sont associés a 2d (et non plus d).

Remarque 8.3.3. Pour toute orbite n € (9((12)(2d), I’écriture des sommes de Jacobi en termes de
sommes de Gauss (Proposition 2.2.7) donne I'identité suivante :

Jaguen By 1) - Jguin (07,02) = 0, (4) - jgut) (On, 0) - jguim (02, 07) = 01,(4) - jyuin) (O, 0, 02).

On note en effet que, pour n € O,gz)(Qd), le caractere 6,, n’est ni le caractere trivial, ni le caractere
quadratique, ni un caractére d’ordre 4 (car d est impair).

Remarque 8.3.4. Lorsque d est pair, il devrait exister une identité similaire pour la fonction L de
la courbe B3 4-

Démonstration. Commencons par faire deux remarques. Premiérement, pour tout entier impair D > 2,
premier & ¢ (g est impair car la caractéristique de K est supposée étre > 5), on a 04(D) = 04(2D). En
effet, par construction de 'ordre, D divise ¢°(P) —1, mais d est impair et g% (P) —1 est pair, c¢’est donc
que 2D divise ¢°¢(P?) — 1. A nouveau par construction de l'ordre, ceci implique que 04(2D) | 04(D).
D’autre part, comme D divise 2D qui divise & son tour ¢°¢P) — 1, on a 04(D) | 04(2D). Ce qui
termine la preuve que 04(D) = 04(2D) : une autre facon d’exprimer ceci est que les actions de ¢ par
multiplication sur Z/dZ et sur Z/2dZ sont « identiques ». Deuxiémement, pour tout m € [1,d — 1], le
caractere t,, associé & m est d’ordre d,,, := d/ pged(d, m) (cf. Section 2.1.3). Comme m # 0,d/2, on
a d,, > 2 et d,, est un diviseur de d. C’est donc un entier impair et 'ordre de t,, est impair. D’apres

le Lemme 2.1.1, on a t,,(—1) = 1 et il existe un caractere 6, : ]F:u(m) — @X tel que 6,,% = t,,. En

. R S 2 ,
outre, l'unique autre caracteére 8/ de quu(m) qui vérifie 0],” = t,,, est alors donné par 0, = Op, - fiuim) -
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Pour tout m € [1,d — 1], on pose
—x u(m) _
em : ]F;M(NL) @ 9 Om = t(q 1)m/2d'

Comme on ’a vu ci-dessus, 2d divise m(q“(m) —1) si bien que le caractére 6, est correctement défini.
Par construction méme, ,, vérifie 0,,% = t,,, et

" —1ym/2d 4 (¢" ™ -1)/2 _ (¢ 1) (m+d)/2d ._ g

Om s fgum) = t( m-+d-

La encore, 2d divise clairement (m + d)(¢g“"™ — 1) et le caractére 6,,,4 est bien défini. Pour tout

m € [1,d — 1], nous venons ainsi de produire deux caractéres distincts 8,, et 6,4 de ]quu(m) dont le

carré est t,, (ce sont donc les deux seuls). Et, lorsque m parcourt [1,d — 1], m et m + d parcourent
[1,2d — 1] ~ {d}. Nous avons donc défini des caractéres 6,, pour tout n € [1,2d — 1] \ {d}. Et par
définition, les caracteres 8,, ainsi construits sont les mémes que ceux que 'on a introduits a la Section
2.1.3. D’aprés la premiére remarque en début de preuve, 'action de g sur Z/2dZ~{0} est « la méme »
que celle sur Z/dZ~{0} au sens ot :

Vn € Z/2dZ~{0}, u(n) = 04(2d/ pged(2d,n)) = o0q4(d/ pged(d, n mod d)) = u(n mod d).

En d’autres termes, lorsque n parcourt I’ensemble d’orbites (’)((12)(2d) tel que défini dans I’énoncé, 8,
parcourt I’ensemble de toutes les classes d’équivalence (modulo 'action du Frobenius) des caractéres

sur EX dont I'ordre divise 2d (cf. Section 2.1.3).
Revenons alors a la fonction L de la courbe By /3 4, on pose b = 1 — 2a = 0. Comme d est impair,

on a 0,(12)(d) = (Z/dZ~{0})/(g mod d) = Oy(d). D’apreés le Théoréme 8.2.1, on a
L(BioafFo(),T) = (1 =gT)- TT (1= 30 anltn) - T ) (1= 3, Bultm) - T,
meO;(d)
ot I3, = t(—1) - jyucm (b, tm) €t ol ap(ts) = ao(tm) et Bp(ty) = Bo(tym) ont été calculés a la
Proposition 8.3.1. Plus précisément, comme t,,(—1) = 1, quitte & permuter ag(ty,) et Bo(t,,), comme

tm(—1)=1,0ona

aO(tm) = em(_l) 'jqu(m) (0m7ﬂ) et 60<tm) = 0m+d(_1) 'jq'u(m)(0m+dau)-
Par suite, le facteur

(13- avltm) - 70) (1= 37, - By(t) - T

correspondant & m € (9512)(d) peut se réécrire

(1= 0 (=1) Gy (O, 12) e (63, 62,) - )

. (1 —Opmta(—1) “Jquimta) (Ortd, 1) “Jguimta) (01%14-(1, 031_’_(1) . Tu(m+d)) .

Le produit de tous ces facteurs lorsque m parcourt (952)(d) peut donc étre écrit comme un produit
portant sur les orbites n € (952)(2d) :

H (1 - 9"(_1) : jq“("') (O’ru /”') ! jq“(") (07217 9721) ! Tu(n)) )
neo0(® (2d)

ceci, & nouveau grace a la premieére remarque de la preuve que l'action de ¢ sur Z/2dZ~{0} est la
méme que sur Z/dZ~{0} (en particulier, u(m) = u(m + d) = u(n)). Ce qui achéve la preuve du
Théoréme 8.3.2. O

8.3.3 Le rang des courbes B34

Placons-nous & nouveau dans la situation du paragraphe précédent : le parameétre a € F, est fixé
égal & a = 1/2 et d est un entier impair et premier & ¢. Le Lemme 3.1.4 s’applique ici et Pon peut
expliciter le rang de By/3 4/ K en termes « combinatoires ». Pour cela, posons la définition suivante :
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Définition 8.3.5. Soit d > 3 un entier impair premier a ¢. On définit
2,(2d) := {n € 02 (2d) | 0,(—1) - §yutm Oy 1) - o) (62, 0%) = q“(")}

et V;(2d) := (’)((12)(2(1) \ Z,4(2d) son complémentaire.
Avec cette notation, on a

Proposition 8.3.6. Soit d un entier impair et premier d q. On considére a nouveau la courbe elliptique
Bia,q définie sur K = F(t) par le modéle de Weierstrass (8.1). Le rang du groupe de Mordell- Weil
B1/27d(K) vaut

rang By 5 4(K) = 1+ #2,(2d).

Démonstration. On a vu (Théoréme 8.2.6) que la courbe By /5 q satisfait aux conjectures de Birch
et Swinnerton-Dyer. En particulier, la partie « faible » de ces conjectures est vraie : 'ordre d’annu-
lation de la fonction L(Bi/24/K,T) en T = q~* (le rang analytique) est égal au rang du groupe
de Mordell-Weil B/ 4(K) (le rang algébrique). Pour expliciter ce dernier, il suffit donc d’expliciter
ordy—g—1 L(Bl/de/K, T) : la proposition est alors une application directe du Lemme 3.1.4. En effet,
si Pon pose L(T) := L(Bl/gvd/K7 T) et

¥n € OP(2d),  w(n) = 0n(=1) - jguen (On, 1) - jquim (67, 67),

on peut écrire L(T) = (1 —¢T) - []

Lemme 3.1.4), on a

nEO(Q)(2d)(1 — w(n)T™™). D’aprés 'Exemple 3.1.9 (illustrant le

ordr_g-—1 L(Byj2,4/K,T) =1+ # {n c O((IQ)(Qd) | w(n) = qu(n)}.
Par définition de Z,(2d), c’est ce qu'il fallait démontrer. O

On peut par ailleurs donner une expression de la valeur spéciale L* (31 2.4/ K, 1) dans ce cas. Ceci
nous sera utile a la Section 8.4.4.

Proposition 8.3.7. Soit d un entier impair et premier & q. La valeur spéciale en T = ¢~ ' de la
fonction L associée a la courbe elliptique By /3 4/ K admet l'expression suivante :

* 0, (—1) - jouin) (Ony 1) - joucm) (02,62
L (Biaa/K1) =[] wm- ] (1_ o (q“(n)) : )).

n€zZ,(2d) neVy(2d)

Démonstration. On réutilise les calculs faits & la Section 3.1. Notons L(T) = L(Bl/g,d/K7 T) et

r = ordp_g-1 L(T) = 1 + #2,(2d) (voir la Proposition précédente). Pour toute orbite n € 0((12)(2(1),
on pose & nouveau

w(n) =0, (=1) - Jputn (On, 1) - jyuen (02,02) et gu(T) =1 —w(n) - T

et go(T) =1 — ¢T de sorte que L(T) = go(T) - [] (T). Par construction, on a

neo® (2a) In

Ly 9@ Il co®wy ) g(1) 0 gn(T) M o 58)
_ r — 1+#24(2d) -1 _ ’ _ ’ ni\L ). :
(1 qT) (1 qT) 1 qT neZq(2d) 1 qT ng¢Zq(2d)
Dans ce dernier produit, si n € Z,(2d) alors g,(¢~!) = 0 mais
gn(T) -1\ _ .
(£05) @ =utm 20,
et sin ¢ Z,(2d), on a g,(q~') # 0. Ainsi, lorsque 'on évalue I'expression (8.8) en T' = ¢~', on trouve

bien 'expression annoncée de la valeur spéciale (cf. Définition 1.3.12). O
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8.3.4 Un cas ou le rang n’est pas borné

D’apres la Proposition 8.3.6, pour que le rang de By /5 q(K') soit « grand », il faut que #2,(2d) soit
« grand », i.e. il faut que « beaucoup » de 6y, (—1) - jyuem) (O, 1) - jquin) (02, 02%) soient égaux a g™ (n

parcourant (9((12)(261)). Nous expliquons dans cette section que ce phénomene se produit effectivement
pour certaines valeurs (impaires) de d.

Lemme 8.3.8. Soit d > 3 un entier impair premier d q. On suppose qu’il existe un entier N € N*
tel que d divise ¢ + 1. Alors, pour toute orbite n € (982)(2d), on a

071(_1) : jqu(n) (ena :u) ’ jqu(") (672m 0721) = qu(n).

Autrement dit, Z,(2d) = (9((12)(2d) et Vy(2d) = @.

Démonstration. Ce Lemme est une conséquence quasi-directe du Corollaire 2.4.5. Fixons un entier
N € N* tel que d divise ¢ + 1 : on peut supposer que N est minimal pour cette propriété. D’apres le
Lemme 2.4.1, Pordre de ¢ modulo d est exactement o4(d) = 2N. Comme d est impair et que gV +1est
pair, 2d divise également ¢’V + 1 et on peut facilement voir que 04(d) = 04(2d) (cf. la remarque dans

la preuve du Théoreme 8.3.2). Pour toutes les orbites n € (9,(12) (2d), on en déduit que u(n) est pair

et que 2d divise n(¢*(™/2 + 1) (c’est le résultat du Lemme 2.4.2). Soit 6, : F;u(n) — @X le caractere

associé a une orbite n € (9((12)(2d). Puisque u(n) est pair, il existe une sous-extension Fju(m) /Fjum)/2
quadratique de F um) /F,. Et comme 2d divise n(g“™/2 + 1), la restriction de 0,, & quu(")/z est le
caractere trivial (¢f. la preuve du Corollaire 2.4.5). De méme, la restriction du caractére quadratique
W F;u(n) ~ Q" a ]F;u(n)/2 est triviale. Comme n n’est pas lorbite {d}, I'ordre de 0,, est impair : 6,
n’est pas le caractére quadratique et @ # 1. Nous pouvons donc utiliser la Proposition 2.2.7 pour
exprimer les sommes de Jacobi ci-dessus en termes de sommes de Gauss :

gqum (On) - gguim (1)
gqu(”) (N : 071,)

. v (07) - Bguim (67)
et Jqu(n) (0,’2“ 02) = g q4
gq“(") (gn)

jqu(n) (gna ,u) =

Dans ces expressions, les caractéres 0, p, 0, - i, 6% et 0% vérifient tous la propriété suivante : ils
sont non triviaux mais leur restriction a ]quu(n) ,» est le caractere trivial. On peut donc appliquer le

Théoreme 2.4.4 & chacun ces 5 caracteres : pour tout ¢ € Foum) tel que Try wm) /B a2 (¢)=0,0na
q q

8que (0n) * 8guen (1) _ (=0a(—c) - q"™/?) - (—pu(=c) - q" ") _ i

gqum (1 - 0y) - 10, (—c) - qum/2
2
ot Bav (67) - 84-00 (67) — (=65 (=c) - q“™7?) = —qu(m/2
8qum (07) —04(—c) - qu(n)/2 ~
Par suite,
en(_l) .jq“(") (077,7 /14) 'jqu(n) (03“ 02) = an(—l) . qu(n)_
Mais la restriction de 6,, & F:u(n)/z est triviale et —1 € F)¢ C F:u<n)/2, donc on a 6,(—1) = 1. O

Lemme 8.3.9. Pour tout entier v € N, on pose

2v

d, = q21/ _ q21171 +.-—q+1= Z(_q)i'
=0

Alors d,, est un entier impair et premier & q, d, divise ¢>*1t' + 1 et Uordre de ¢ modulo 2d, vérifie
04(2d,) < 2(2v + 1). Dans cette situation, on a

#0O' (2d —
q( v) >q logd,’
ot la constante implicite ne dépend que de q.

Démonstration. Soit v € N et d, comme ci-dessus. En tant que somme d’un nombre impair d’entiers
impairs, d, est un entier impair. De plus, il n’est pas divisible par ¢ (d, = 1 mod ¢) : il est donc
premier & ¢ (car g est une puissance d’un nombre premier p). Par construction, d, divise ¢?**! + 1
grace a l'identité

L= = ()P =g+ ) (@ T =g+ ) = (g + 1) - dy
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D’apres le Lemme 2.4.1, 'ordre de ¢ modulo 2d,, vaut 2Ny ou Ny est le plus petit entier IV tel que
2d, divise ¢™ + 1. Comme 2d,, divise ¢** 1 +1, on a Ny < 2v+1 et 04(2d,) = 2Ny < 2(2v+1). Enfin,
démontrons la minoration de #(9;(2d1,) annoncée. D’apres la Proposition 3.1.3, on a

¢(d')

Or, pour tout diviseur d’ > 2 de 2d, I'ordre de ¢ modulo d’' divise 04(2d,) : en particulier, o4(d") <
04(2d,). D’out

o(d) 1 , 2d, — 1
#0.(2d,) > = Sy (d) = :
&'|2d 04(2d,) 0q(2d,) &'[2dy 0q(2d,)

d'>2 d'>2

De plus, on a vu que 04(2d,) = 04(d,) < 2(2v + 1), on obtient donc :

2d, — 1

#O;(2du) = m

De la définition de d, = (¢***1 +1)/(¢ + 1), on tire que

logd, +log(¢+1)

(2r+1) < o2 q .
D’oui les minorations successives (et peu optimales) :
2du_1>10gq~ 2d, — 1 2logq-2dy_l>logq~du_1/2
2v+1 logd, +log(q+1) 2logd, logd,
lo dy dy
> gq "logd, = log Vg logd,”
Ce qui donne finalement la minoration annoncée. O

Les deux Lemmes précédents se combinent aux résultats antérieurs pour donner :

Théoréme 8.3.10. Soit F, un corps fini de caractéristique p > 5 et K = F,(t), on fite a = 1/2 €
F, ~ {0,1}. Pour tout entier v € N, on pose d, = ¢** — ¢**~1 +--- — g+ 1 comme ci-dessus. Alors

dy
ang B K —
rang By /3 q, (K) >, logd,’
la constante implicite ne dépendant que de q (et peut étre choisie > log\/q).

Démonstration. Comme d,, est un entier impair (voir le Lemme 8.3.9), la Proposition 8.3.6 donne que
rang Bl/27dV(K) =1+ #2,(2d,),
ou Z4(2d,) C O,SQ)(Zdy) est 'ensemble des orbites n € OL(]Q)(Zdl,) telles que

071(_1) 'jq“(") (env :u) 'jqu("> (07217 en) = qu(n)

Mais par construction, d,, divise ¢?*T1+1. On peut donc appliquer le résultat du Lemme 8.3.8 : toutes
les orbites n € O((f)(le,) vérifient I’égalité ci-dessus. Autrement dit, on a Z,(2d,) = O((]Q)(le,). Par
conséquent,

rang By .4, (K) = 1+ #0(2d,) = #0(2d,)).

La minoration de #0;(2d,) donnée au Lemme 8.3.9 permet alors de conclure. O

Remarque 8.3.11. Sous les hypotheses du Théoreme ci-dessus, la valeur spéciale L* (31 2,4,/ K, 1)
est un entier. En effet, avec la Proposition 8.3.7, on trouve que :

L*(Bij2a, /K, 1) = J[ u(n)eN-.
neol? (2d,)

En particulier, on en déduit que log L* (Bl/g’du /K, 1) > 0 (comparer a la Proposition 8.4.8).
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Remarque 8.3.12. On peut également comparer la minoration du rang obtenue dans ce Théoreme
a la majoration du rang que donne la Proposition 3.1.5 : il existe deux constantes ne dépendant que
de q telles que, pour tout v € N,

dy dy
— B K —_—.
log dy <<q rang 1/27(1”( ) <<q IOg du

Le Théoréme 8.3.10 est un résultat de « rang non borné », on peut en effet en déduire le corollaire
ci-dessous.

Corollaire 8.3.13. Soit Fy un corps fini de caractéristique p > 5 et K = F,(t). Dans la famille des
courbes elliptiques By q/K (0t d > 2 est premier d q et a € Fy ~{0,1}), le rang 14,4 = rang B, q(K)
n’est pas borné :

limsup rang B, q(K) = limsup rang By s 4(K) = +oo.
pged(d,q)=1 pged(d,q)=1
a€F,~{0,1}

Remarque 8.3.14. Il convient de mentionner que ce résultat de « rang non borné » n’est pas une
conséquence de [Ulm07b, Theorem 4.7] (voir aussi [Ber08, Theorem 4.2]). En effet, sia € F;~{0,1} et d
est un entier premier a g, on note N’(B, 4/K) € Div(P!) la partie premitre a 0,00 € P! du conducteur
N(By,a/K) de B, 4. On a deg N'(B,.q4/K) = 2d d’aprés la Proposition 8.1.5. Pour appliquer [Ulm07b,
Theorem 4.7], il faudrait que deg N’(Bg,q/K) soit impair.

8.4 Ratio de Brauer-Siegel

Dans cette section, nous étudions le ratio de Brauer-Siegel des courbes elliptiques B, 4 sur K =
F,(t). Dans un premier temps, nous nous plagons dans le cas général (o a € F, \ {0,1} et d est un
entier premier & ¢) : nous démontrons une majoration de Bs(B, q/K) et une minoration « faible »,
ces inégalités nous permettent de retrouver 'encadrement « trivial » de Bs(B,,q/K). Ensuite, nous
nous restreignons au cas ol a = 1/2 et d est impair : dans cette situation, nous démontrons que le
ratio de Brauer-Siegel tend vers 1 lorsque d — co.

8.4.1 Résultats obtenus

Soit a € Fy~{0,1} et d un entier premier & g. Comme la courbe elliptique B, 4 vérifie la conjecture
de Birch et Swinnerton-Dyer (Théoréme 8.2.6), il y a une relation inconditionnelle entre la valeur
spéciale de sa fonction L et son ratio de Brauer-Siegel. Plus précisément, la Proposition 1.6.4 donne
que
log L* (Ba)d/K7 1)

logH(Ba,d/K)

‘Bs(Bmd/K) =1+ +0o(1) (d — 0). (8.9)
Pour obtenir un encadrement du ratio de Brauer-Siegel Bs (Ba,d /K ), nous allons donc encadrer la

valeur spéciale log L* (Bmd /K, 1). Comme annoncé ci-dessus, nous obtenons deux types de résultats.
Tout d’abord, dans le cas général, on a :

Théoréme 8.4.1. Soit a € F, \ {0,1}, pour tout entier d > 2 premier d q, on considére la courbe
By.q définie sur K = Fy(t) par le modéle (8.1). Lorsque H(Bqa/K) — oo (i.e. lorsque d — 00), le
ratio de Brauer-Siegel %E(Ba,d/K) admet ’encadrement suivant :

0+ 0(1) < Bs(Baa/K) <1+ 0(1).

C’est un cas particulier inconditionnel de [HP16, Corollary 1.13]. Dans un second temps, nous nous
placons dans la situation de la Section 8.3.

Théoréme 8.4.2. Soit a = 1/2, pour tout entier impair d > 2 premier a q, on considére la courbe
By 2,4 définie sur K par le modéle (8.1). Lorsque d — oo (en étant impair et premier d q), le ratio de
Brauer-Siegel 285(31/27,1/1() admet une limite et celle-ci vaut 1 :

Bs(B K) —— 1.
( 1/2.4/ ) pged(d,q)=1
d impair
d—oo
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Remarque 8.4.3. Il est sfirement possible d’étendre ce Théoréme au cas ou d est pair (toujours
en supposant a = 1/2). Pour ce faire, il faudrait disposer d’une expression explicite de la fonction
L(B1/27d/K, T) dans ce cas (voir Théoréme 8.3.2).

Cependant, il semble beaucoup plus difficile de traiter le cas ot a € Fy ~ {0,1} est quelconque.
Pour minorer L* (Bmd /K, 1) dans le cas général, il faudrait en effet pouvoir étudier la répartition des
sommes S u(m) (t,,; 1 —2a) (cf. Théoréme 8.2.1) : ceci parait hors de portée des techniques développées
ici.

8.4.2 Majoration de la valeur spéciale

Pour majorer la valeur spéciale de la fonction L associée & B, g, nous utilisons les techniques
développées a la Section 3.1. On obtient :

Proposition 8.4.4. Soit a € F, ~ {0,1} et d > 2 un entier premier d q. Lorsque d — oo, la valeur
spéciale L* (Ba,d/K, 1) admet la majoration
log L* (Bayd/K, 1)
log H(Ba,d/K)

<0+o(1) (d— o).

La encore, cette majoration est un cas particulier du Théoréme plus général [HP16, Theorem
7.5] qui donne une telle majoration pour les valeurs spéciales de toutes les fonctions L des variétés
abéliennes A/F,(t). Toutefois, nous démontrons une version plus précise de facon élémentaire : il existe
une constante absolue ¢’ > 0 telle que

log L* (Ba,a/K, 1) <. log log d
log H(Buq/K) log d

(d = 00).

On peut méme expliciter ¢’ < 40 qui convient.

Démonstration. D’apres le Théoreme 8.2.1, la fonction L de la courbe B, 4 s’écrit sous la forme d’un
produit :

L(Baa/Fy(®),T) = (0L =aT) - [T (1= 30 ay(bm) - T0) (1= 30, Byltn) - 7407,
me0? (d)

ol, pour tout m € (9((12)(d), J7 =t (=1) - juem (tm, tm) est une somme de Jacobi et {aw(tm), Bp(tm)}
est la paire de nombres algébriques associés a la somme de Legendre Squ(m) (tyn;b). Pour alléger les
écritures, définissons quelques notations : on désignera L(Bq,qa/F,(t), T) par L(T). Pour toute orbite

m € (’)32)(d), on pose
w1(m) 1= tm(=1) - jguem (b, tm) - (tm) et wa(m) =t (=1) - Jouim) (b ) - Bo(tim)

et g (T) == (1 —wi(m) - T*0™) - (1 — wy(m) - TY™) s enfin, soit go(T) := 1 — ¢T. Ainsi, on a L(T) =
go(T) 'Hmeo<2)(d) 9m(T). Au facteur go(T) prés, le polynéme L(T') est donc de la forme de ceux étudiés
a la Section 3.1 (¢f. Péquation (3.1) avec K = 2). Mais, si I'on pose L1 (T) = L(T)/go(T) € Z[T}, il
n’est pas difficile de voir que les valeurs spéciales Li(¢~1) et L*(¢~!) des polynomes Li(T) et L(T)
sont égales. Appliquons donc la Proposition 3.1.8 (avec K = 2) au polynéme L;(T) : on obtient que

dloglogd

logd ’

ot C' est une constante absolue. Or, on a vu a la Proposition 8.1.5 que la hauteur de B, 4 vaut
H(Bavd/K) = qL%J Donc on a bien la majoration :

log L*(Ba,q/K,1) =log|Li(g~")| < 6Clogg

log L*(Bg,.q/K, 1
og L*(Ba,a/K,1) <6C. ddl loglogd <6C. 2d_ loglogd <sC.- loglogd
log H (Ba,a/K) |42 ] logd d—1 logd log d
Ce qui termine la preuve. O

Lorsque 'on utilise la majoration de la Proposition 8.4.4 dans la relation (8.9), on obtient la
majoration ci-dessous du ratio de Brauer-Siegel :

Corollaire 8.4.5. Soit a € Fy ~ {0,1}, pour tout entier d > 2 premier d q, le ratio de Brauer-Siegel
‘Bs(Ba’d/K) vérifie
Bs(Bg,a/K) <1+ 0(1) (d — 00).
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8.4.3 Minoration « faible » de la valeur spéciale

Commencons par donner une minoration de L* (Ba,d/K7 1) valable pour tout a € F,\ {0,1}. Nous
faisons pour cela appel aux outils mis en place a la Section 3.2.

Proposition 8.4.6. Soit a € F, ~ {0,1} et d > 2 un entier premier d q. Lorsque d — oo, la valeur
spéciale L* (Ba,d/K, 1) admet la minoration

log L* (Bg,a/K, 1)
log H(Ba,d/K)

>-1+0(1) (d— o).

Démonstration. Dans un premier temps, nous allons nous ramener a la situation étudiée a la Section
3.2. Pour toute orbite m &€ OL(]Q)(d), nous notons J7, = t,(—1) - jpuem) (b, tm) et am = ap(tm),
Bm = Pp(tm) les nombres algébriques apparaissant dans ’énoncé du Théoréme 8.2.1. Nous avons vu
que

L(Ba,d/K, T) =(1—4qT)- H (1 —amd, - Tu(m)) (1 — Bndl - Tu(m)) )
meol? (d)
On pose gn(T) = (1 — apd), - T™) (1= B,,J, - T“(™)) pour toute m € (’)512)((1)7 ou |an,J,| =
|Bmd’. | = ¢“"™) (cf. Proposition 2.2.7 et Théoréme 2. 2 21) Trois cas de figures se présentent alors :
— ou bien g,,(¢~ ') # 0. Appelons My = {m € Oq ’ gm(q1) = 0}.

— ou bien g,, s’annule & I'ordre 1 en T = ¢~ '. On note M; = {m IS O,(Iz)(d) ‘ ordyp_g-1 gm = 1}.

— ou bien g,, s’annule & 'ordre 2 en T = ¢~ !. Soit My = {m € (’)82) (d) ‘ ordyp—g-1 gm = 2}.

Afin d’expliciter la valeur spéciale L*(B,,q/K,1) (voir Définition 1.3.12), nous devons évaluer en
T = q~! le polynome

L(Byg/K,T
L) o= LBedl K1),
(I—qD)"
ot I'on a noté r = ordy—,—1 L(Ba’d/K, T). Par construction de Mg, M7 et My, on a
g’"l g7n
H gm(T) : H
meMo meM; 1= qT meM, (- qT

Pour toute orbite m € Oc(f) (d), posons maintenant g%, (T) = g (T)/(1 — ¢T)* si m € M; et
y(m) =I5, - (am + B — J7,) -

Distinguons & nouveau trois cas :
— Sim € My d’abord, alors g, = g%, et, comme v, - B, = (™),

* — — Ay, ']/ m
gm(@) = gmla™) = (1 - qubf)@) ( u(m)L>

=1 (J;namJFJ;nﬂm*J/ 2) =1 m

~ Sim € My, alors g, s’annule & 'ordre 1 en T = g~ ! et g, (T) = g (T)/(1 — ¢T). Dans ce cas,
ou bien a,,J, = ¢“("™ ou bien 3,3’ = ¢"“(™). Quitte & échanger les roles de a,, et 3,,, on peut
supposer que a,,J. = ¢ et B,J # ¢“™). Alors

gm(a™) = (1 gqu> (¢ = u(m) - (1 ﬂ:ﬂmﬁl) .

Mais, si a,,J., = ¢“™ c’est que a,,J’,, = @B et donc que B, = J/,. Ainsi,
1 J3,°

— Enfin, si m € My alors g,, s’annule a Uordre 2 en T = ¢~ ! et g}, (T) = gm(T)/(1 — qT)?. Dans
ce cas, on a

Im(a™") = u(m)* € N*.
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A Tissue de ce calcul, nous avons donc

7 2

L*(Boa/K,1) = [] (1-3523) IT uwm)- I (1—;7(’;”))- IT utm).

meMo meEM; meM;, meMa

Puisque u(m) € N*, on a log [],,c aq, u(m)? = 0 et log [],,,c pq, u(m) = 0. Dot

J 2
log L* (Baa/K,1) 2 log [] ( u(m)+log 11 (1— ) (8.10)

meMy meM;y

Nous avons déja minoré le second produit de cette inégalité. En effet, la preuve de la Proposition
6.4.3 permet d’écrire que

/2
> .
d- logq s 1] ( u(m))/0+0<1) (d = o0)

meM;
Il reste donc & minorer le premier produit dans (8.10). Pour cela, on applique la minoration « naive »

de la Proposition 3.2.1 :
log H ( u(m)> > —logq-d.

meMpy

En effet, la donnée des y(m) (avec m € M) vérifie les hypothéses (i), (ii) et (iii) de la Section 3.2.1.
O

Cette minoration n’est pas meilleure que la minoration « naive » de L* (Bmd /K, 1). Autrement dit,
elle est insuffisante pour donner une minoration de Bs (Ba,d /K ) du méme ordre de grandeur que la
majoration du Corollaire 8.4.5.

Corollaire 8.4.7. Soit a € F; ~ {0,1}, pour tout entier d > 2 premier & g, le ratio de Brauer-Siegel
‘Bs(Ba’d/K) vérifie
Bs(Bya/K) >0+0(1)  (d— o).

8.4.4 Minoration « forte » de la valeur spéciale dans le cas ot a = 1/2 et d
est impair

Supposons maintenant que le parametre a € Fy \ {0,1} est fixé égal & 1/2 et que d est un entier

impair (et encore premier & q). A la Section 8.3, nous avons explicité la fonction L(Bl/Q’d/K, T) en

termes de sommes de Jacobi. Dans cette situation, on peut donner une minoration bien meilleure de
la valeur spéciale L* (Bl/zjd/K7 1) :

Proposition 8.4.8. Soit a = 1/2 € Fy et d > 3 un entier « impair » premier d q. Lorsque d —
00, la valeur spéciale L* (Bl/Q,d/K, 1) de la fonction L associée a la courbe elliptique B, q admet la
minoration suivante :
IOg Lx (B1/2,d/K; 1)
logH(Bl/Q,d/K)

>0+ 0(1) (d impair, d — 00).

Démonstration. Pour démontrer cette minoration, nous faisons appel aux résultats de la Section 3.2
et nous suivons le plan suivant : dans un premier temps, nous minorons trivialement les termes qui
peuvent I’étre; ensuite, nous vérifions que la fonction L(31 2,4/ K, T) vérifie les hypotheses de la
Section 3.2.1; puis nous utilisons le Théoréme 3.2.2 pour donner un minorant de L* (Bl/z’d/K, 1) ;
enfin, il reste & montrer que ce minorant est « bon » en utilisant le Théoréme 3.4.1.

Soit d un entier impair et premier & ¢. Tout d’abord, rappelons que nous avons donné (Proposition
8.3.7) lexpression suivante de L* (Bl/gﬁd/K, 1) :

_ . L3 2
P@paky= I . [ (1o 2 el deo 000
)

qu(n)
n€Z,(2d) nev;(2d
ot Vi (2d) = O (2d) ~ Z,(2d) avec

Zq(2d) = {TL € 01(12)(2d) ‘ 0”(_1) 'jq“(") (ennu’) 'jq“(") (9n7 en) (n)} .
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Dans le produit, le terme [],, . 2,(2d) u(n) est un entier strictement positif. On en déduit la premiere
minoration de L* (31/27(1/[(, 1) :

en(_l) : jqu<n) (env ﬂ) : jqu(n) (9727,7 0121))
u(n)
q

logL*(Bl/z)d/K,l):log H u(n) + log H (1—

nEZ,(2d) nev; (2d)

Hn -1 '.'u.n 0,”7 '.'u.'n, 02792
> log1 + log H <1 (=1) - Jguon ( u(:j)) Jquem (05, n))
q
nev; (2d)

0,(—1) - Jyunr (B, 12) - Jyuir (62, 02
>log [] <1— (D) Jgui u(f)) g0 (O ")). (8.11)
neVy(2d) q

Pour minorer ce dernier produit, nous faisons a nouveau appel aux résultats de la Section 3.2. Pour
cela, pour toute orbite n € O,(]Q)(Qd), on pose

(1) 1= B(~1) Syt (B, 1) -Gy (63, 63).

D’autre part, par construction de V;(2d), ce nombre algébrique w(n) est différent de ¢“™ pour toute
n € V;(2d). Vérifions que la donnée de w(n) et de V;(2d) satisfait aux hypotheses (i), (ii) et (iii) de
la Section 3.2.1 :

(i) Pour toute orbite n € Oéz)(Zd), on a w(n) € Q(lw) C Q(¢24), ou d' = 2d/pged(2d,n). Clest
clair car, pour tout choix de représentant de n, le caractere 6,, : quu(n) — @X est d’ordre d’. De
plus, comme n # {0},{d}, on a d’ > 2. D’ou l'on tire, au vu du module des sommes de Jacobi
(Proposition 2.2.7), que |w(n)| = ¢“(™) dans tout plongement complexe de Q((y).

(ii) Pour toute orbite n € (’)((12)(2d) et tout a € (Z/dZ)*, on note encore o, € Gal(Q(¢;)/Q) lau-
tomorphisme galoisien correspondant & a. Alors, vu I'action du groupe de Galois Gal(Q(¢4)/Q)
sur les sommes de Jacobi (Lemme 3.3.8), on a 0,(w(n)) =w(a - n).

(iii) Finalement, comme

I (1 - w<n>> _ L (Bl D)
u(n) ’

nGV; (2d) q HnEZq (2d) u(n)

le produit du membre de gauche est un nombre rationnel strictement positif (car la valeur spéciale

L* (Bl/g’d/K, 1) lest).
La donnée des w(n) vérifie donc les hypotheses de la Section 3.2.1 et I'on peut appliquer le Théoréme
3.2.2. Rappelons d’abord quelques notations. Pour définir les caracteres 6y, nous avons fixé un idéal
premier ‘B de Z au-dessus de p. Pour tout diviseur d’ > 2 de 2d, on note p’ I'idéal premier de Q((ar)
qui est au-dessous de 3. On conserve l'identification de Gal(Q({y)/Q) avec (Z/d'Z)* et on note
Go = (Z)d'Z)*, (p)ar et (q)ar les sous-groupes de G’; engendrés respectivement par p mod d’ et
g mod d’. On définit alors

ordy w (Z—fln’)

w/(d') = Oq(d/). Z maX{O,l—O(CiI)M}-
n'€Gar/(a)ar ! e
L’application du Théoreme 3.2.2 donne la minoration :
w(n) '
11 (1— qu(n)> >—loggq- > _ w'(d). (8.12)

neVy(2d) d'|2d
d'>2

Pour obtenir la minoration souhaitée de L* (Bl/g,d/K, 1), il reste & majorer w’(d") pour tout diviseur
d' > 2 de 2d. Plus précisément, il suffit de montrer que w’(d')/¢(d") — 0 lorsque d’ — oo. Séparons
la preuve de ce fait en deux Lemmes.

Définissons une fonction en escaliers G : [0,1] — R par

2 simE[O&]
Glx)=11 sixe]i,%]
0 sixe]%,l].

On constate que fol G(t)dt =1 et qu’a laide de G, on peut expliciter la quantité w’(d’) :
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Lemme 8.4.9. Soit d' > 2 un diviseur de 2d. On a

w'(d') = o04(d) - Z max 0,/01 G(t)dt — ﬁ Z G ({nczlﬂ})

n'€G o /{a)a Pl 5.

Démonstration. Il s’agit essentiellement d’ exphc1ter les valuations p’-adiques de w (?ﬁ ! ) Notons 6 =

04(d") = #(q)a et Q = ¢°. Pour toute orbite n’ € Ga/(g)a, on choisit un représentant de celle-ci
dans Z/d'Z (encore noté n’) et 'on note n = 2dn’/d’ € Z/2dZ. On peut écrire

w (Zn') = 0u(=1) -jo(0n, 1) - 5@ (67, 02) = 0.(—4) -§0(0,,02) - jo (67, 67)
= t(—4)@ /5, (t@fnn /4 g@-nn’ /d’) o (t@fl)zn /d',t@—nzn'/d') :

ot t(—1)(@=17"/d" est une racine (d’-iéme) de I'unité. En particulier, on a ord, t(—4)@-Dn"/d" = q,
On peut alors invoquer le calcul des valuations p’-adiques des sommes de Jacobi que ’on a rappelé au
Théoreme 3.3.9 et a la Proposition 3.3.10 : on trouve

TE(P) g1

1yl 1yl Fo:F ] ’ ’
et ordy o (6@ D2/ @2/ [Fq: Tyl (=) + {=22)].
pJQ H#(p)a Z d d

TE(P) g

Sommant ces deux égalités, on obtient 1'expression suivante de ord, w (%n’ ) :

ordy w (2n') = ordy jo (t@*l)”'/d',t<Q*1>”'/d') + ordy jo (t(Q*U?"’/d',t(Q*m”'/d’)

-Gt 2 (),

TE(p) g

Une rapide étude montre que, pour tout y €]0, 1], on a

2 siye]0,i]
2{-g}) +12{-20} = {1 siye]dd] =G
0 siye ]%, 1[
Si bien que I'on peut reformuler I'expression de ordy w (%2n’) a l'aide de la fonction G : [0,1] — R

définie avant I’énoncé du Lemme :
2d,. 1\ __ [FQ :FP] . § n'm
ordy 2 (Gin') = #(p)a we<p>d,G<{ ! })

11 ne reste qu’a reporter cette identité dans la définition de w’(d") pour terminer la preuve. O

Maintenant que w’(d") est assez explicite, nous pouvons démontrer la majoration annoncée :
Lemme 8.4.10. Pour tout diviseur d' > 2 de d, on a

w'(d")
d)(d/) d’— 00 0

Démonstration. Avec 'expression de w’(d’) obtenue au Lemme ci-dessus, on peut écrire

w'(d') _ og(d') / 1 /
b W) o co- s a((])
d’ d’ , d
o S HD Fohe 2
puisque max{0,y} < |y| pour tout y € R. Avec les notations introduites ci-avant, on a de plus
(;;1((5/)) = ﬁgj’ = #(Gd/l/ IR On utilise alors le théoreme d’équidistribution de la Section 3.4. Plus

précisément, d’apres le Corollaire 3.4.14 (et les remarques qui suivent la Proposition 3.4.13), lorsque
d — oo, 0on a

, oglogd \ /¢
P /G g X G ({ ) <o tommn (EEEE)

nEG/
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ou k' > 0 est une constante absolue (que 1’on peut choisir < 16). Nous nous contenterons de la version
faible suivante :

m > /OG(t)dt—m > a({mr))| = o

n'€Gyr /{q) g TE(P)ar

La constante implicite ne dépend alors que de p. Ce qui conclut la preuve du fait que w'(d")/¢(d’)
converge vers 0. O

Nous sommes a présent en mesure de terminer la preuve de la Proposition 8.4.8. Rappelons que
d+1
H(By24/K) = qL%J (Proposition 8.1.5). En combinant ceci avec (8.11) et (8.12), on obtient

log L* (B1/2,4/K, 1) 1 2 4d 1
5 > _ . w/(dl) 2_7 wl(d/):_i'i wl(d/).
d § : § :
IOg H(Bl/g’d/K) L#J d/\2d d + 1 d'\Qd d + 1 2d d/\Qd
d’'>2 d'>2 d’'>2

Or, 4d/(d + 1) — 4 lorsque d — oo et I'on vient de montrer que w'(d’) = o(¢(d’)) pour tout diviseur
d > 2 de 2d. 11 découle donc du Lemme 3.4.16 que

]‘ / !
ﬁzw(d)—>dw 0.
d'|2d
d'>2
Finalement, on a
IOg L* (Bl/Z,d/Ka 1)
log H(Bl/Q,d/K)
Ce qu’il fallait démontrer. O

>0-o(1) (d— o0).

Corollaire 8.4.11. Soit a = 1/2 € F,, pour tout entier impair d > 2 et premier d g, le ratio de
Brauer-Siegel 285(31/27,1/1() vérifie :

Bs(B12a/K)21-0(1)  (d— o).
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Résumé

Dans cette these, nous étudions le comportement asymptotique du ratio de Brauer-Siegel des
familles de courbes elliptiques sur les corps de fonctions en caractéristique positive. Si E/K est une
courbe elliptique sur un corps de fonctions K, on définit son ratio de Brauer-Siegel par

Bs(E/K) = log(#111(E/K) - Reg(E/K))/ log H(E/K),

ot Reg(E/K) désigne le régulateur de Néron-Tate, [II(E/K) le groupe de Tate-Shafarevich et H(E/K)
la hauteur différentielle exponentielle de E/K. Cette quantité est définie en analogie avec le théoréme
éponyme pour les corps de nombres.

Nous démontrons que Bs(E/K) — 1 (inconditionellement) lorsque E/K pacrourt I'une de cing
familles de courbes elliptiques, avec H(E/K) — oo. En d’autres termes, ces familles vérifient un
analogue du théoréme de Brauer-Siegel.

Pour prouver une telle relation asymptotique, nous commencons par exprimer les fonctions L
des courbes elliptiques concernées en termes de sommes de caracteres sur les corps finis. Puis, via la
conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer, nous relions le ratio Bs(E/K) a la valeur spéciale L*(E /K, 1)
de la fonction L(E /K, s) en s = 1 (pour les cing familles considérées, cette conjecture a été démontrée
par d’autres auteurs). Reste alors a encadrer la taille de L*(E/K,1) en termes de H(E/K) : la
majoration est aisée, mais la minoration requiert des estimations plus délicates. Nous développons donc
quelques outils adaptés : nous exprimons sous forme combinatoire la valuation g-adique d’un produit
de nombres algébriques associés aux sommes de Jacobi et démontrons un résultat d’équidistribution
en moyenne des sous-groupes de (Z/dZ)*.

Nous obtenons au passage des résultats sur le rang, la torsion et le nombre de Tamagawa des
courbes étudiées.

Abstract

In this thesis, we study the asymptotic behaviour of the Brauer-Siegel ratio in families of elliptic
curves over function fields in positive characteristic. If £/K is an elliptic curve over a function field
K, its Brauer-Siegel ratio is defined by

Bs(E/K) = log(#I1(E/K) - Reg(E/K))/log H(E/K),

where Reg(F/K) denotes the Néron-Tate regulator, II(E/ K) the Tate-Shafarevich group and H(FE/K)
is the exponential differential height of £/ K. This invariant is introduced by analogy with the Brauer-
Siegel theorem for number fields.

We prove that Bs(E/K) — 1 (unconditionally) when E/K runs through one of five families
of elliptic curves, with H(E/K) — oo. In other words, these families satisfy an analogue of the
Brauer-Siegel theorem.

To prove such an asymptotic relation, we first write the L-functions of the relevant elliptic curves
in terms of character sums over finite fields. Then, via the Birch and Swinnerton-Dyer conjecture,
we link Bs(E/K) to the special value L*(E/K,1) of the L function L(E/K,s) at s = 1 (for the five
families we sstudy, this conjecture has been proved by other authors). It then remains to bound the
size of L*(E/K,1): a good upper bound is easily proved, but the lower bound we require is more
subtle. We thus develop tools to prove it: we find a combinatorial expression of the g-adic valuation
of a product of algebrac numbers associated to Jacobi sums and we prove an average equidistribution
result for subgroups of (Z/dZ)*.

We also obtain auxiliary results about the Mordell-Weil rank, the torsion and the Tamagawa
number of the elliptic curves under consideration.
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